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Resumen  
Este trabajo presenta una propuesta de mejora de la comprensión de los conceptos 
referidos a funciones (tasa de variación media, derivada, monotonía, extremos, 
concavidad y puntos de inflexió) gracias al uso del GeoGebra. El trabajo narra la 
experiencia realizada con alumnos de 2º de Bachillerato del IES Campanar, donde 
se realizaron una serie de actividades con la ayuda de GeoGebra que les facilitaba 
la visualización de imágenes dinámicas y comprensión de los conceptos. Además, el 
trabajo propone una organización de los pasos a seguir para alcanzar la 
comprensión de los conceptos, según el modelo de estratos de Pirie y Kiere (1994) 
sobre el crecimiento de comprensión matemática.  
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Nuestra investigación, “Estudio de funciones con GeoGebra”, se ha desarrollado 
en el “Máster Universitario en Profesor de Educación Secundaria” de la Universitat 
de València. El estudio se centra en cómo alcanzar una correcta comprensión de los 
conceptos referidos a funciones haciendo uso del GeoGebra. 
El problema que motiva esta investigación radica en que, en los cursos 
tradicionales de 2º de Bachillerato, cantidades significativas de estudiantes no 
logran comprender los conceptos básicos de funciones, en particular, la tasa de 
variación media, derivada, monotonía, extremos y concavidad. El proyecto tiene 
como objetivo hacer una propuesta de trabajo basada en la utilización de 
GeoGebra, dado que esta herramienta potencia la percepción visual y geométrica 
de los conceptos, facilitando con ello su comprensión.  
En el proceso de aprendizaje de las matemáticas, algunos estudiantes resuelven 
muchos problemas y ejercicios y, por supuesto, aprueban exámenes del área, pero 
este hecho no garantiza la real comprensión de los conceptos matemáticos 
utilizados, pues muchos exámenes no transcienden lo operativo, lo mecánico o 
memorístico. En este trabajo analizaremos los conceptos matemáticos relacionados 
con las funciones según el modelo de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la 
comprensión matemática, para alcanzar una correcta comprensión de los 
contenidos matemáticos. Nuestra experiencia pretende formular una propuesta 
metodológica que involucre mecanismos de tipo visual-geométrico, en los que el 
modelo fundamenta los estratos de compresión iniciales, de tal forma que se 
mejore la integración de los conceptos de tasa de variación media, derivada, 
monotonía, extremos y concavidad. 
Hemos mencionado en el párrafo anterior el interés por la utilización de 
mecanismos de tipo visual-geométrico. El hecho de destacarlo es porque para una 
correcta comprensión de los contenidos es importante la percepción visual de los 
conceptos, especialmente en estudiantes “visuales” (Krutetskii 1976). Por ello, 
mostramos en este trabajo una clasificación de las imágenes, procesos y 
habilidades visuales, para analizar la repercusión de la visualización en la 
enseñanza. 
Por último, como nos indica Iranzo (2009), es muy conocido que las tecnologías 
computacionales tienen un fuerte impacto profesional en la práctica de las 
matemáticas. Destacaremos el uso del GeoGebra, como software libre, de fácil 
manejo, y que permite trabajar contenidos de geometría, álgebra, análisis, cálculo, 
etc.  
Vamos a estudiar cómo el uso del GeoGebra puede contribuir al aprendizaje de 
los alumnos en los conceptos relacionados con funciones. Las técnicas del software 
educativo nos permiten la representación de imágenes dinámicas que facilitan la 
visualización de los conceptos, con un proceso de razonamiento o deducción por 
parte de los alumnos. El GeoGebra permite la representación de imágenes que 
resultan costosas de visualizar a través del lápiz y papel o pizarra. 
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La memoria del trabajo está organizada como una secuencia que, de manera 
breve exponemos: 
 En primera instancia, mostramos el marco teórico en el que nos basamos 
para fundamentar nuestro trabajo. Incluimos aquellos estudios que 
consideramos importantes para nuestro proyecto: el papel GeoGebra, la 
importancia de la visualización en la enseñanza y el Modelo de Pirie y Kieren 
sobre el crecimiento de la comprensión matemática.  
 Seguidamente, exponemos lo objetivos a alcanzar con el desarrollo de 
nuestra experiencia.  
 A continuación, analizamos los contenidos matemáticos implicados en 
nuestro trabajo, sus dificultades de aprendizaje y la organización para una 
correcta comprensión según el modelo de estratos de Pirie y Kieren sobre el 
crecimiento de la comprensión matemática. 
  Posteriormente, explicamos las condiciones y el contexto en el que llevamos 
a cabo la fase experimental con estudiantes de 2º de Bachillerato, así como 
algunos aspectos metodológicos relevantes tales como los ejercicios 
propuestos, los datos recogidos y los resultados obtenidos.  
 Finalmente, mostramos las conclusiones obtenidas de los análisis realizados 
y posibles propuestas para el futuro. 
  
15 
Clara Benedicto Baldonado 
2. MARCO TEÓRICO 
 
Nuestro modelo teórico estará integrado por tres componentes teóricos: 
 GeoGebra como herramienta. 
 La visualización en el aprendizaje y la enseñanza.  
 El modelo de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la comprensión 
matemática. 
 
2.1 GEOGEBRA COMO HERRAMIENTA 
 
En el campo de la investigación de la didáctica de las matemáticas se 
admite, desde hace décadas, el interés de utilizar software matemáticos, por las 
indudables ventajas pedagógicas que se han demostrado en varios trabajos de 
investigación. 
En innumerables estudios se han expuesto las características desde el punto 
de vista educativo: la gran capacidad de almacenamiento, la propiedad de simular 
fenómenos naturales difíciles de observar en la realidad, la interactividad con el 
usuario o la posibilidad de llevar a cabo un proceso de aprendizaje y evaluación 
individualizada, entre muchas aplicaciones educativas que estos software 
proporcionan (López, Petris y Peloso, 2005) 
Centraremos nuestro trabajo en el programa GeoGebra, estudiando las 
aplicaciones del programa y las ventajas que pueden proporcionar al alumnado 
según lo expuesto por Real (2011). 
 
¿QUÉ ES? 
GeoGebra es una aplicación de software libre con código abierto, ideal para la 
creación de applet interactivas con los que enseñar determinados conceptos 
científicos y con los que resolver algunos problemas de la matemática, lo cual hace 
que sea una de las herramientas estrellas de esta ciencia. 
 
FINALIDAD 
Las nuevas tecnologías en aula de matemáticas permiten proporcionar imágenes 
visuales de las ideas y conceptos matemáticos, ayudando a visualizar el problema y 
a evitar obstáculos algebraicos. 
Como expone D’Ambrósio (1989): 
“Si en lugar de realizar las actividades con el lápiz y papel o con la pizarra y la tiza, 
para construir gráficas de funciones, las hiciésemos con ordenadores, nos 
permitirían ampliar las posibilidades de observación e investigación, porque algunas 
etapas formales del proceso constructivo se sintetizarían.” 
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EFECTO EN LOS ESTUDIANTES 
La visualización de determinados conceptos permite que los alumnos comprendan 
los contenidos que son difíciles de entender sin su representación. 
Además, este tipo de programa permite el diseño y el desarrollo de actividades en 
las que los alumnos pueden vivir experiencias matemáticas significativas para su 
aprendizaje, es decir, pueden tomar decisiones, reflexionar, comprobar, conjeturar, 
razonar. En definitiva, investigar. 
 
VENTAJAS DEL GEOGEBRA FRENTE A OTROS PROGRAMAS INFORMÁTICOS 
GeoGebra destaca entre los programas informáticos de este tipo debido a que se 
trata de un programa de software libre, y por tanto de descarga gratuita. 
Además su entorno de trabajo es de fácil aprendizaje por parte del profesorado y 
del alumnado, permitiendo la creación de actividades muy interesantes. 
Por otra parte, con GeoGebra no solo podremos trabajar contenidos de geometría, 
sino que también es posible elaborar actividades relacionadas con el algebra, 
análisis funcional, estadística, cálculo, etc. 
 
2.2 LA VISUALIZACIÓN EN EL APRENDIZAJE Y EN LA ENSEÑANZA  
Dado que nuestra hipótesis es que GeoGebra facilita la comprensión de los 
conceptos debido a que permite su visualización, procedemos a comentar de 
manera general, por qué consideramos la visualización como un aspecto importante 
en la enseñanza. 
A continuación exponemos de manera sintética algunos aspectos relevantes 
sobre la importancia de la visualización y sus componentes, que no detallaremos 
posteriormente en nuestra experiencia por el volumen del trabajo. 
 
PERCEPCIÓN VISUAL 
La percepción visual es usada para identificar, clasificar, organizar, almacenar y 
recordar la información presentada visualmente. 
Según investigaciones en el área (Presmeg, 1986, Bishop, 1989, Del Grande 1990) 
podemos encontrar tres componentes diferenciadas de la visualización: 
 Imágenes mentales. 
 Procesos. 
 Habilidades. 
IMÁGENES MENTALES 
El elemento básico central en todas las concepciones de percepción visual son las 
imágenes mentales, es decir las representaciones mentales que las personas 
podemos hacer de objetos físicos, relaciones, conceptos, etc. (Gutiérrez 1991) 
En el contexto de las matemáticas, Presmeg (1986) ha encontrado diversos tipos 
de imágenes mentales: 
- Imágenes concretas pictóricas. 
- Imágenes de fórmulas. 
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- Imágenes de patrones. 
- Imágenes cinéticas. 
- Imágenes dinámicas. 
PROCESOS 
De acuerdo con la distinción que hace Bishop (1989), las imágenes visuales (físicas 
o mentales) son los objetos que se manipulan en la actividad de visualización, 
manipulación que, para Bishop, se realiza según dos tipos de procesos: 
- Procesamiento visual. 
- Interpretación de información figurativa. 
 
HABILIDADES 
Del Grande (1990) presenta una relación bastante detallada de las habilidades que 
pueden integrar la percepción espacial de un individuo. 
- Coordinación motriz de los ojos. 
- Identificación visual. 
- Conservación de la percepción. 
- Reconocimiento de las posiciones en el espacio. 
- Reconocimiento de las relaciones espaciales. 
- Discriminación visual. 
- Memoria visual. 
 
TIPOS DE PENSADORES SEGÚN SU CAPACIDAD DE VISUALIZACIÓN 
Krutetskii (1976) manifestó que, atendiendo a las características de sus 
resoluciones, los estudiantes se podían clasificar en tres grandes grupos: 
 
 El visual o geométrico, compuesto por aquellos individuos dotados de 
una habilidad especial para interpretar visualmente relaciones 
matemáticas abstractas, y caracterizados por su persistencia en el uso 
de esquemas visuales incluso cuando los problemas se pueden resolver 
fácilmente desde otros enfoques. 
 El no visual o analítico, formado por estudiantes que no tienen la 
necesidad de recurrir a ningún tipo de soporte visual para trabajar con 
esquemas abstractos. 
 El intermedio o armónico, integrado por aquellos alumnos en los que 
se da un equilibrio entre las aproximaciones visuales y analíticas en la 
resolución de problemas. 
Dicho de otro modo, hay alumnos que tienen una marcada inclinación hacia los 
aspectos visuales de las matemáticas, otros que se sienten fuertemente atraídos 
por su componente analítica, y otros en los que estas dos preferencias se conjugan 
armoniosamente. 
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LA VISUALIZACIÓN EN LA ENSEÑANZA 
En general, los programas de enseñanza presentan poca atención a los aspectos 
visuales de las matemáticas (exceptuando los contenidos de tipo geométrico) y se 
dedican casi exclusivamente a su parte analítica. 
En investigaciones recientes se pudo comprobar que alumnos que habían aprobado 
cursos de cálculo, en los que se enfatizó la manipulación de fórmulas, no 
reconocieron los conceptos estudiados cuando se los presentaron a partir de 
gráficas y de problemas prácticos relacionados con su entorno (Vinner, 1991: 65-
79). Es decir, son necesarias las experiencias de aprendizaje en las que intervengan 
representaciones visuales asociadas a los conceptos matemáticos para integrar los 
conceptos con aplicaciones relacionadas con su medio ambiente. 
Este descuido de la consideración de la percepción visual en la enseñanza es debido 
muchas veces a la escasez de materiales didácticos manipulables, la excesiva 
pérdida de información de las representaciones en los libros o en la pizarra, y la 
falta de educación de las capacidades de visualización de estudiantes y profesores. 
 
PAPEL DEL GEOGEBRA EN LA VISUALIZACIÓN 
El GeoGebra es un material didáctico que facilita la visualización de contenidos 
matemáticos mejorando la comprensión de conceptos y procedimientos. 
La visualización de conceptos referentes a las funciones completa la expresión 
algebraica con una representación geométrica de ciertos objetos matemáticos. En 
particular, utilizaremos el GeoGebra para representar la tasa de variación media, la 
derivada, la monotonía, los extremos y la concavidad de una función. 
La percepción visual de determinados conceptos permitirá su integración en los 
conocimientos previos. El alumno logrará relacionar el cálculo con su entorno. 
El GeoGebra es una herramienta idónea para el desarrollo de la capacidad visual, 
pues permite la representación de información abstracta en imágenes visuales de 
manera rápida y sencilla. 
 
2.3 EL MODELO DE PIRIE Y KIEREN SOBRE EL CRECIMIENTO DE 
LA COMPRENSIÓN MATEMÁTICA 
En los últimos años, los investigadores en el campo de la Educación Matemática 
se han preocupado por desarrollar propuestas innovadoras dirigidas tanto a los 
estudiantes como a los docentes, con el fin de mejorar la comprensión de los 
conceptos matemáticos. 
Las dificultades de comprensión de ciertos conceptos analíticos como tasa de 
variación media, derivada, monotonía o concavidad no incitan a pensar en 
mecanismos didácticos para superar tales dificultades. 
Basándonos en el modelo descrito por Pirie y Kieren (1994) estudiaremos la 
evolución de la comprensión de los contenidos matemáticos, con el fin de integrar 
adecuadamente en la mente del alumno el concepto imagen y el concepto 
definición. 
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Nuestro objetivo es resaltar la importancia del GeoGebra para alcanzar 
fácilmente un estrato superior, que posiblemente los alumnos serían incapaces de 
lograr sin la ayuda de esta herramienta. 
El modelo de Pirie y Kiere (1994) afirma que la comprensión matemática de un 
individuo particular sobre un tópico matemático específico, evoluciona a través de 
ocho estratos potenciales: 
Estrato 1: Conocimiento primitivo. Este conocimiento está conformado por las 
experiencias en las situaciones reales, ideas y concepciones del individuo. 
Estrato 2: Creación de imagen. Se realizan acciones (físicas o mentales) con el 
fin de crear una idea del nuevo tema o concepto. 
Estrato 3: Comprensión de la imagen. En este estrato, el estudiante se ve en la 
necesidad de reemplazar las imágenes asociadas con una sola actividad por una 
imagen mental. 
Estrato 4: Observación de la propiedad. El estudiante examina una imagen 
mental y determina los distintos atributos asociados con dicha imagen, observa las 
propiedades internas de una imagen específica además de las distinciones, 
combinaciones o conexiones entre las distintas imágenes mentales. 
Estrato 5: Formalización. El estudiante conoce las propiedades para abstraer las 
cualidades comunes de las clases de imágenes, abandona los orígenes de la acción 
mental, para finalmente producir definiciones matemáticas completas. 
Estrato 6: Observación. El estudiante utiliza su pensamiento formal, es decir, 
produce verbalizaciones relacionadas con la cognición, sobre el concepto 
formalizado, además de que es capaz de combinar definiciones, ejemplos, teoremas 
y demostraciones para identificar los componentes esenciales, las ideas de conexión 
y los medios para cruzar entre dichas ideas. 
Estrato 7: Estructuración. El estudiante es capaz de explicar las interrelaciones 
de dichas observaciones mediante un sistema axionomático. 
Estrato 8: Invención. El estudiante es capaz de liberarse del conocimiento 
estructurado que representa la comprensión total y crea preguntas totalmente 
nuevas que tendrán como resultado el desarrollo de un concepto nuevo. 
 
Debido a que los últimos cuatro estratos implican una dedicación mayor, que el 
volumen de nuestro trabajo no nos permite, nos centraremos en los cuatro 
primeros para explicar los estratos de comprensión de los estudiantes en cada uno 
de los conceptos que vamos a desarrollar: tasa de variación media, derivada, 
monotonía, extremos y concavidad. 
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3. OBJETIVOS DEL TRABAJO 
 
Tras el análisis del GeoGebra como herramienta esencial para el desarrollo de la 
capacidad visual, nos centramos en los objetivos de nuestra experiencia. 
1.- Aprovechar la visualización dinámica e interactiva que ofrece GeoGebra para 
comprender, profundizar y mejorar la observación y análisis de las propiedades de 
las funciones. 
2.- Potenciar una aproximación visual en el trabajo con funciones haciendo uso de 
la componente visual y no basándose únicamente en procedimientos analíticos 
metódicos. 
3.- Identificar los estratos de Pirie y Kieren (1994) en el proceso de aprendizaje de 
los contenidos matemáticos relacionados con las funciones (tasa de variación 
media, derivada, monotonía, extremos y concavidad), favoreciendo la comprensión 
de dichos conceptos. 
4.- Entender las fórmulas utilizadas para el estudio de las propiedades de las 
funciones. El alumno no debe limitarse a memorizar la fórmula sin conocer su 
procedencia. 
5.-  Facilitar el trabajo autónomo de alumno. Cada alumno realizará las actividades 
de manera individual observando los resultados que el programa informático 
proporciona y sacando sus propias conclusiones. 
6.- Fomentar que el alumno sea protagonista de su propio aprendizaje, 
favoreciendo un aprendizaje significativo1. Las actividades comenzarán recordando 
los contenidos matemáticos aprendidos en las sesiones anteriores para que los 
nuevos contenidos se relacionen e integren con los anteriores. 
7.- Atender a diferentes ritmos de trabajo. Atención individualizada. La profesora 
atenderá de manera individual aquellos que lo requieran. 
8.- Mejorar los resultados académicos. La comprensión de los conceptos 
proporcionará mejores resultados en la práctica. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Entendemos por aprendizaje significativo, al aprendizaje en que un 
estudiante relaciona la información nueva con la que ya posee, reajustando 
y reconstruyendo ambas informaciones en este proceso. 
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4. ANÁLISIS DIDÁCTICO DE LOS CONTENIDOS 
MATEMÁTICOS IMPLICADOS 
 
En esta sección analizaremos los contenidos matemáticos que pretendemos que 
sean aprendidos (tasa de variación media, derivada, monotonía, extremos y 
concavidad), las dificultades de aprendizaje y el objetivo de enseñanza para una 
correcta comprensión de los conceptos. 
Una de las principales aplicaciones de la derivada consiste en el cálculo de 
intervalos de crecimiento/decrecimiento y extremos relativos. En la práctica, un 
buen conocimiento de estos conceptos será de gran utilidad para el estudio de otras 
materias como por ejemplo la economía. En particular, Ballard y Johnson (2004) 
mostraron que existe una correlación directa entre el éxito que presentan 
estudiantes preuniversitarios en un curso de introducción a la microeconomía, y el 
manejo de herramientas de matemáticas básicas. 
 
4.1. ANÁLISIS DIDÁCTICO DEL CONCEPTO DE TASA DE 
VARIACIÓN MEDIA 
 
DIFICULTADES DE APRENDIZAJE 
Las dificultades asociadas a la comprensión del concepto de derivada radican en 
una débil comprensión de los procesos de variación. A menudo la tasa de variación 
media se introduce como un mero trámite para comenzar con la derivada, sin 
detenerse a la comprensión de esta. 
La tasa de variación media representa la razón de cambio (razón entre el 
incremento de x y de y). Los alumnos no suelen tener dificultades en la 
comprensión de este concepto si se muestra a través aplicaciones. Resuelven los 
problemas haciendo uso de sus conocimientos de proporcionalidad y observando la 
gráfica, pero son incapaces de observar la interpretación geométrica de la tasa de 
variación. 
 
OBJETIVO DE ENSEÑANZA 
Nuestra intención es que identifiquen la razón de cambio como la pendiente de la 
recta secante a la función. Una vez conocida la interpretación geométrica de la tasa 
de variación media no habrá problemas a la hora de introducir la derivada. 
 
POSIBILIDADES CON GEOGEBRA 
El programa nos permite observar como al variar los extremos del intervalo, la 
recta secante se mueve a lo largo de la curva variando su pendiente. El GeoGebra 
nos proporciona imágenes con movimiento que facilitan la visualización que 
resultaría muy costosa al representar todas las rectas. Además, conforme variamos 
el intervalo, el alumno no solo puede observar el cambio geométrico que 
experimenta la recta, sino que además el GeoGebra muestra el cálculo numérico de 
la pendiente. Asimismo, los alumnos pueden comprobar cómo la pendiente de la 
recta secante equivale a la tasa de variación media, sea cual sea el intervalo. 
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4.2 ANÁLISIS DIDÁCTICO DEL CONCEPTO DE DERIVADA 
 
DIFICULTADES DE APRENDIZAJE 
Como citan en el estudio realizado por  Dolores (2000), los estudiantes no logran 
comprender el concepto de derivada. Los estudiantes sólo pueden obtener 
derivadas de funciones algebraicas mediante fórmulas, pero difícilmente 
comprenden el para qué de esos algoritmos y el significado de los conceptos. 
 
En este libro se realizó un estudio sobre la problemática de la comprensión del 
concepto de derivada y de sus causas, concluyendo que la causa fundamental de 
esta deficiencia era debida a la planificación y ejecución del proceso de enseñanza y 
los procesos de asimilación. 
 
En los textos usuales introducen el concepto de derivada como algo abstracto que 
parece tener existencia sólo dentro de la misma matemática, si acaso la relacionan 
con la realidad es para exponer ejemplos esporádicos muy puntuales que pronto 
son omitidos. La interpretación geométrica se plantea como un complemento que 
poco revela su naturaleza ligada a la cuantificación de la rapidez de variación. 
Otra de las causas de la dificultad en la comprensión de este concepto, es el 
excesivo uso del método expositivo en las clases, dejando atrás los métodos 
participativos y electrónicos. Frecuentemente en las clases priorizan sólo la regla 
general de derivación, minimizando su significado geométrico y reduciendo 
prácticamente a cero su relación con la variación física. 
 
OBJETIVO DE ENSEÑANZA 
Nuestra intención es hacer uso de de los ordenadores para ofrecer a los estudiantes 
un enfoque menos formal del concepto de derivada, que permita al alumno 
desarrollar pensamientos propios a través de la observación y que no se limite a la 
memorización de los contenidos que el profesor expone. El alumno comprobará por 
sí solo cómo, mediante simulaciones iterativas, la sucesión de secantes tiende a la 
tangente. Este concepto introducido de manera intuitiva, unido a la interpretación 
geométrica de la derivada, como pendiente de la recta tangente, permitirá la 
comprensión de la derivada y la resolución de algunos problemas. 
 
POSIBILIDADES CON GEOGEBRA 
Al tratarse de una aplicación dinámica, GeoGebra permite observar cómo la recta 
secante se mueve a lo largo de la curva conforme variamos la amplitud del 
intervalo. En particular, los alumnos detectarán cómo la recta secante se aproxima 
a la recta tangente cuando h toma valores cercanos a cero, y análogamente 
ocurrirá con sus pendientes. El desplazamiento de la recta secante hacia la recta 
tangente que ofrece el programa permite comprender la noción de límite cuando h 
se aproxima a cero. 
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4.3 ANÁLISIS DIDÁCTICO DE LA MONOTONÍA Y EXTREMOS A 
TRAVÉS DE LA DERIVADA 
 
DIFICULTADES DE APRENDIZAJE 
Está documentado que, con frecuencia, no se pueden resolver problemas o realizar 
correctamente trabajos en disciplinas científico-técnicas porque se desconoce el 
significado de conceptos matemáticos. Tal es el caso, por ejemplo de las 
investigaciones realizadas por Ariza y Llinares (2009) que indicaron que algunas 
veces los conceptos económicos se manejan sin una buena comprensión de los 
significados matemáticos. Esta situación implica que algunas veces las 
interpretaciones de las situaciones económicas resultan difíciles de realizar como 
consecuencia de que los estudiantes no poseen una comprensión adecuada de los 
conceptos matemáticos que organizan las situaciones económicas. Además, 
considerando que en Economía mucha información es proporcionada desde 
representaciones gráficas de las relaciones entre las variables, la comprensión 
gráfica de la idea de derivada y su relación con la función es un elemento clave en 
la comprensión. 
 
OBJETIVO DE ENSEÑANZA 
Nuestro objetivo es que los alumnos comprendan la relación existente entre la 
derivada y la monotonía de una función, con el fin de que realicen interpretaciones 
correctas dando sentido al registro algebraico a la hora de resolver problemas. 
 
POSIBILIDADES CON GEOGEBRA 
El programa permite examinar el movimiento de la recta tangente en cada uno de 
los puntos de la curva. Además, la recta tangente podrá personalizarse con 
GeoGebra, cambiando su color según tenga pendiente negativa, positiva o cero. De 
esta forma el alumno podrá identificar la relación existente entre la curva y la 
pendiente de la recta tangente. Al desplazar la recta tangente a lo largo de la curva 
irá variando su color según la monotonía de la función. 
 
4.4 ANÁLISIS DIDÁCTICO DE LA CONCAVIDAD A TRAVÉS DE LA 
DERIVADA 
 
DIFICULTADES DE APRENDIZAJE 
A menudo los estudiantes aprenden el algoritmo de cálculo algebraico del punto de 
inflexión, pero desconocen que se trata del punto donde la curva cambia de 
concavidad. La mayoría de los alumnos son capaces de calcular el punto de 
inflexión algebraicamente pero serían incapaces de predecir por dónde se situará en 
la gráfica, esto es debido a que desconocen su interpretación geométrica y por lo 
tanto pueden llegar a establecer interpretaciones erróneas.  
 
OBJETIVO DE ENSEÑANZA 
Nuestra intención es que los alumnos comprendan el significado de los dos tipos de 
concavidad (concavidad y convexidad) y comprendan el concepto de punto de 
inflexión.  
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POSIBILIDADES CON GEOGEBRA 
Al igual que en el caso de la monotonía, podemos observar la relación existente 
entre la primera derivada y la segunda derivada observando cómo varía la 
pendiente de la recta tangente a la función derivada. De nuevo el GeoGebra nos 
permite contemplar el movimiento de la recta tangente a lo largo de la derivada, 
cambiando de color según el signo de su pendiente. 
Además la precisión de la representación del GeoGebra permite comprender como 
el punto de inflexión diferencia la forma de la gráfica pasado de ser cóncava a 
convexa, o inversamente. 
Por último, el programa informático nos permite mover la recta tangente a lo largo 
de la curva a la vez que indica numéricamente su pendiente. El alumno podrá 
observar como la pendiente crece o decrece hasta el punto de inflexión donde 
cambia y comienza de manera inversa. Por lo tanto conociendo como varía la 
pendiente de la recta tangente a lo largo de la curva según la concavidad, podemos 
establecer una primera relación entre la función y la monotonía de la derivada. 
Finalmente, utilizaremos la relación entre la monotonía de la derivada y la segunda 
derivada para relacionar la función con la segunda derivada. 
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5. METODOLOGÍA DE LA EXPERIENCIA 
 
En este aparatado se explican las características de nuestra experiencia, 
respondiendo a las preguntas básicas: ¿A quién va dirigido? , ¿Cómo?, ¿Dónde?, 
¿Cuánto tiempo? y ¿Por qué?  
 
DESTINATARIOS 
Se trata de una aplicación multimedia, interactiva, dinámica, personal y gradual 
dirigida alumnos de 2º de Bachillerato. 
La experiencia se realizó con dos grupos diferentes de 2º de Bachillerato, uno 
Bachillerato de Ciencias Sociales y otro de Científico Técnico. 
 
ORGANIZACIÓN DE LA CLASE 
Previamente a las sesiones realizadas en mi experiencia, se efectuó una sesión con 
la profesora usual del instituto que introdujo algunos conceptos iniciales. Esta 
sesión no estaba prevista, sino que fue consecuencia de la falta de disponibilidad 
del aula de ordenadores. A pesar de ello, la introducción previa fue de gran utilidad.  
El resto de sesiones fueron desarrolladas sin la ayuda ni presencia de la profesora. 
Cada alumno estaba dotado de un ordenador propio para poder así realizar las 
actividades de manera personal e individual. 
Los alumnos tenían una ficha que debían rellenar con la ayuda de los ordenadores y 
del programa GeoGebra. A través de las indicaciones de la ficha y las observaciones 
ofrecidas por mi parte, los estudiantes realizaban las actividades ordenadas y 
estructuradas de forma progresiva, con el fin de que fueran ellos quienes 
concluyeran una relación final favoreciendo así el autoaprendizaje. 
 
LUGAR 
La práctica se realizó en el aula de informática del IES Campanar, donde cada 
alumno contaba con un ordenador propio. 
 
DURACIÓN 
La experiencia consistía en cuatro sesiones de 50 minutos cada una de ellas, en 
horario usual escolar. 
 
JUSITIFICACIÓN 
Nuestro objetivo fue que los estudiantes se beneficiaran de la riqueza visual que 
ofrece el GeoGebra para facilitar la comprensión de nuevos conceptos, aplicando 
una metodología que favoreciera un aprendizaje significativo. Los alumnos 
comenzaron aplicando los conocimientos previos, que complementaron con la 
nueva información aportada en la sesión de le experiencia. 
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6. MODELO DE PIRIE Y KIEREN EN CONCEPTOS 
ASOCIADOS A FUNCIONES 
 
Basándonos en el modelo de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la 
comprensión matemática (1994) proponemos una serie de pasos a seguir para 
alcanzar una correcta comprensión de los contenidos matemáticos asociados a las 
funciones (tasa de variación media, derivada, monotonía, extremos y concavidad), 
los procedimientos usualmente seguidos y los realizados en nuestra experiencia.  
Además haremos referencia algunos ejemplos encontrados en el libro de texto 
utilizado (Ed Ecir) en el IES donde se realizó la experiencia. 
Por último, hemos planteado la hipótesis de tres posibles perfiles de profesores 
basándonos en los procedimientos utilizados durante sus clases. 
6.1. TASA DE VARIACIÓN MEDIA 
La Tasa de Variación Media forma parte de la introducción a las derivadas, pero 
pocas veces se justifica el porqué se inicia este tema con este concepto. 
 
ESTRATO 1: CONOCIMIENTO PRIMITIVO  
Este primer estrato está conformado por las experiencias en las situaciones reales 
del individuo. 
PROPUESTA ESTÁDAR 
La introducción del tema con un ejemplo real y no abstracto permitirá que los 
alumnos se sientan más próximos al temario, y encuentren utilidad aquello que 
realizan. 
La tasa de variación media puede representarse como la velocidad media en un 
intervalo. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
En nuestra experiencia, este primer estrato se desarrolló sin la ayuda del GeoGebra 
durante la sesión previa que impartió la tutora antes de comenzar con las 
actividades de nuestra experiencia. La profesora propuso la resolución de algunos 
problemas donde la tasa de variación media expresaba la velocidad media en un 
intervalo de tiempo. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Generalmente el tema suele introducirse con un breve ejemplo del libro de texto 
donde la tasa de variación media se expresa como velocidad media en un intervalo 
de tiempo. En el libro de texto utilizado (Ed. Ecir) únicamente hemos encontrado un 
par de ejemplos. 
EJEMPLO: 
  
 
 
 
EJERCICIO 3: (pag. 339)  
Se ha lanzado verticalmente hacia arriba una piedra y la altura alcanzada en metros al cabo 
de t segundos es de              . 
Halla la velocidad media en el intervalo [0,5] 
Ramírez, R. Esteve, P Montesinos, M. Deusa;  Ed Ecir) 
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ESTRATO 2: CONSTRUCCIÓN DE LA IMAGEN  
Durante este segundo estrato se realizan acciones físicas con el fin de crear una 
idea del nuevo concepto. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Introducción de la fórmula de la tasa de variación media y la representación 
gráfica. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Durante las sesiones del GeoGebra los alumnos realizaron actividades donde a 
través de la representación gráfica que ofrecía el programa informático, calculaban 
la tasa de variación media de la función en un intervalo numérico y en un intervalo 
indeterminado. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
1.- Introducción de la tasa de variación media definiéndola como cociente entre los 
incrementos de la función y la variable. 
             
         
   
 
2.- Tras exposición de la fórmula se suelen acompañar esta con una sencilla 
representación en la pizarra. 
 
 
3.- A continuación se proponen una serie de ejercicios en el que los alumnos 
practican el cálculo de la tasa de variación media con números. 
 
EJEMPLO 1: 
 
 
 
 
 
4.- Tras la práctica numérica se suele continuar con el cálculo de la tasa de 
variación en un intervalo indeterminado.  
Es aquí donde en nuestra experiencia hemos encontrado problemas por parte de los 
alumnos a la hora de realizar los cálculos. Esta incapacidad por resolver 
transformaciones algebraicas hace que el trabajo sea demasiado costoso. 
 
 
 
EJERCICIO 1: (pag.339) 
Halla la tasa de variación media de         - 2x + 3 en [0, 3] 
(A. Ramírez, R. Esteve, P Montesinos, M. Deusa;  Ed Ecir) 
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EJEMPLO 2: 
 
 
 
 
 
ESTRATO 3: COMPRENSIÓN DE LA IMAGEN  
En este tercer estrato el estudiante se ve en la necesidad de reemplazar las 
imágenes asociadas con una sola actividad por una imagen mental. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
La tasa de variación media no debe consistir en una fórmula con su correspondiente 
representación, sino en la interpretación de esa gráfica.  
La tasa de variación media de la función      en el intervalo [a, b] es la pendiente 
de la recta secante a la gráfica de la función que pasa por los puntos de abscisa 
x=a y x=b. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Durante nuestra experiencia los alumnos hicieron uso de los conocimientos previos 
para el cálculo de la pendiente de una recta, y observando la relación existente 
entre la pendiente de la recta secante y la tasa de variación media. 
Es aquí donde el GeoGebra muestra su principal virtud facilitando el desarrollo de 
una imagen mental de la tasa de variación media. 
Esta parte es primordial para la comprensión de la derivada y es aquella que tanto 
los profesores como los libros de texto frecuentemente olvidan. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
En el libro de texto (Ed Ecir) únicamente hemos encontrado un ejercicio que hace 
referencia a este concepto. La realización de una única actividad de este tipo impide 
que el alumno interiorice este concepto. 
 
EJEMPLO: 
 
 
 
 
 
 
  
EJERCICIO 2: (pag. 339) 
Halla la tasa de variación media de         - 3x  en [1, 1+h] 
(A. Ramírez, R. Esteve, P Montesinos, M. Deusa;  Ed Ecir) 
 
EJERCICIO 18: (pag. 357) 
Sea la función             . Halla la pendiente de la recta secante a la gráfica de   que pasa 
por los puntos de abscisas 0 y 2 respectivamente. 
(A. Ramírez, R. Esteve, P Montesinos, M. Deusa;  Ed Ecir) 
 
29 
Clara Benedicto Baldonado 
ESTRATO 4: OBSERVACIÓN DE LA PROPIEDAD 
En este estrato el estudiante examina una imagen mental y determina atributos 
asociados a dicha imagen y observa sus propiedades. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
El alumno será capaz de establecer conexiones entre la pendiente de una recta 
secante y tasa de variación media. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
La visualización conseguida gracias al GeoGebra permitirá la comprensión del 
concepto y la determinación de las propiedades de dicha imagen. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Este estrato es imposible de alcanzar sin la comprensión de la imagen mental, ya 
que para poder establecer conexiones entre las distintas imágenes mentales el 
alumno debe ser capaz de visualizar la imagen. Consecuentemente, la dificultad de 
la representación de la pizarra impide que los alumnos logren este nivel. 
 
FORMA DE ACTUACIÓN POR PARTE DEL PROFESORADO 
Basándonos en lo que consisten los diferentes estratos, observamos que podríamos 
plantear la hipótesis de tres perfiles diferentes de profesores. 
 PROFESOR A: Aquél que se limita a la práctica numérica, mediante la 
resolución de ejercicios del cálculo de la tasa de variación media en 
intervalos. 
En este caso, el profesor se centra únicamente en el segundo estrato, 
olvidando la importancia de la aplicación de aquello que se realiza y la 
interpretación geométrica. 
 
 PROFESOR B: El profesor complementa la práctica numérica con problemas 
de enunciado que permiten que el alumno comprenda la aplicación real de la 
tasa de variación. 
En este caso, el profesor se centra en los dos primeros estratos. A pesar de 
que los alumnos comprenden la utilidad de estos problemas su 
desconocimiento de la interpretación geométrica impedirá que más tarde 
establezca relaciones con los nuevos conceptos. 
 
 PROFEROR C: El profesor más completo será aquel que no sólo de 
importancia a la práctica numérica y su aplicación, sino que dedique cierto 
tiempo en la comprensión de la interpretación geométrica de la tasa de 
variación como la pendiente de la recta secante. 
En este caso, se posibilita la consecución de los cuatro primeros estratos. La 
interpretación geométrica puede resultar costosa si se realiza en el aula con 
la pizarra, pero el uso del GeoGebra facilitará esta tarea, permitiendo la 
comprensión de la imagen. 
La mayoría de los profesores únicamente logran que sus alumnos alcancen los 
dos primeros estratos. El uso del GeoGebra permitirá la comprensión de la 
interpretación gráfica y desarrollará la facultad de establecer relaciones. 
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6.2. DERIVADA 
La introducción del concepto de derivada implica una serie de conceptos previos 
que deben ser comprendidos. La concepción de derivada exige atención por parte 
de los alumnos.  
A menudo el concepto de derivada se expone como una serie de reglas a seguir 
sin profundizar en su interpretación geométrica. Esta metodología impide 
generalmente que el alumno recuerde la interpretación explicada y se limite a 
conocer los pasos a seguir para resolver los ejercicios.  
Es aquí donde consideramos que nuestras sesiones con GeoGebra son de gran 
importancia, pues el trabajo autónomo que realizan en los ordenadores incrementa 
su motivación y les permite visualizar, deducir y memorizar las interpretaciones del 
concepto sin hacer uso de números y ejercicios metódicos. 
 
ESTRATO 1: CONOCIMIENTO PRIMITIVO  
Este primer estrato está conformado por las experiencias en las situaciones reales 
del individuo. 
PROPUESTA ESTÁDAR 
Al igual que introducíamos la tasa de variación media como la velocidad media en 
un intervalo, podemos comenzar el tema de derivadas con una aplicación. La 
derivada se interpreta como la velocidad instantánea. 
PROCEDMIENTO PRACTICADO 
Durante nuestra experiencia, debido a la falta de tiempo, no tuvimos la oportunidad 
de poder realizar una sesión sin la ayuda del GeoGebra en la que plantear la 
resolución de problemas donde los alumnos observaran la aplicación de la derivada.  
PROCEDIMIENTO USUAL 
Al igual que ocurría con la tasa de variación, el tema de derivadas suele 
introducirse con un breve ejemplo. En el libro de texto utilizado (Ed. Ecir) 
únicamente hemos encontrado un ejemplo no numérico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
EJEMPLO: (pag. 342) 
Si la velocidad media de un móvil en el intervalo de tiempos         se definía como la tasa de 
variación media de la función en dicho intervalo. Si    se aproxima cada vez más a    las 
velocidades medias obtenidas se aproximan más a la velocidad en el instante   . Por 
esto podemos decir que la velocidad instantánea de un móvil en el instante    es el 
límite de las velocidades medias, en el intervalo de tiempos        , cuando    tiende a    
y se trata por tanto de la derivada de la función en   . 
(A. Ramírez, R. Esteve, P Montesinos, M. Deusa;  Ed Ecir) 
 
(B.  
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ESTRATO 2: CONSTRUCCIÓN DE LA IMAGEN  
Durante este segundo estrato se realizan acciones físicas con el fin de crear una 
idea del nuevo concepto. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Introducción de su fórmula y la representación gráfica. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Primeramente mostrábamos la interpretación geométrica de la derivada, como la 
pendiente de la recta tangente a la función. 
A diferencia de los procedimientos usuales, durante nuestra experiencia hicimos 
uso del GeoGebra para que mediante la observación de la relación gráfica existente 
entre la tasa de variación media y la derivada los alumnos fuesen capaces de 
deducir la fórmula de la derivada. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
 
1.- Introducción de la fórmula de la derivada. 
La derivada de una función      en un punto  : 
          
   
         
   
 
2.- Una vez introducida la fórmula, el profesor propone una serie de ejercicios para 
que los alumnos memoricen la fórmula. 
EJEMPLO 1: 
 
 
 
3.- A continuación el profesor introduce la interpretación geométrica de la derivada 
ayudándose de un dibujo en la pizarra. 
La derivada de una función en un punto es la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de   en dicho punto. 
 
4.- Por lo tanto la recta tangente tiene pendiente       , pasa por el punto           
y su ecuación será: 
                   
5.- A continuación propone unos ejercicios donde se haga uso de este nuevo 
concepto introducido. 
EJEMPLO: Halla la derivada de            en x=2. 
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EJEMPLO 2: 
-1 
 
 
ESTRATO 3: COMPRENSIÓN DE LA IMAGEN  
En este tercer estrato el estudiante se ve en la necesidad de reemplazar las 
imágenes asociadas con una sola actividad por una imagen mental. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Alcanzar dicho estrato para la derivada requiere la comprensión de la imagen de la 
tasa de variación media.  
En este nivel se hará hincapié en la comprensión de la interpretación geométrica de 
la derivada a través de la tasa de variación media. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Se representa una recta secante a la curva y se calcula la pendiente de dicha curva 
obteniendo así la definición de tasa de variación media. 
Una vez representado esto se plantea a los alumnos que ocurrirá cuando la 
amplitud del intervalo disminuya y los extremos se aproximen. Esta parte es muy 
sencilla de observar mediante el GeoGebra ya que permite imágenes dinámicas, 
pero la representación de sucesivas rectas secantes hasta alcanzar la tangente 
resulta más complicada si se realiza en la pizarra. 
 
 
Ya se ha dicho que la tasa de variación media de una función   en el intervalo 
        es la pendiente de la recta secante a la gráfica de   que pasa por los 
puntos de abscisas   y    . 
Si   tiende a cero, el punto     tiende hacia el punto   y la recta secante va 
tomando posiciones tal como muestra la figura hasta que pase por un solo punto. 
La recta secante pasará a ser la tangente a la curva. 
 “La derivada de un función en un punto es la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de    en dicho punto.” 
  
EJEMPLO: Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de          
    en     . 
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PROCEDIMIENTO USUAL 
La explicación de la relación existente entre la tasa de variación media y la derivada 
en la pizarra es complicada, pues supone dibujar infinitas rectas. En cambio, la 
visualización a través del GeoGebra resulta rápida y clara. 
En el libro de texto no hemos encontrado ningún ejemplo que haga alusión a dicha 
relación. 
ESTRATO 4: OBSERVACIÓN DE LA PROPIEDAD 
En este estrato el estudiante examina una imagen mental y determina atributos 
asociados a dicha imagen y observa sus propiedades. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Establecer relaciones entre la tasa de variación media y la derivada, tanto por su 
interpretación geométrica como por su fórmula.  
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Al comprender la imagen, la relación geométrica entre la tasa de variación media y 
la derivada ha quedado clara en el estrato anterior. 
Recordando la tasa de variación media que estudiaba el incremento medio de la 
función en un intervalo, ahora estudiaremos dicho incremento cuando los extremos 
de los intervalos se aproximan, es decir, en un único instante. 
Por lo tanto, la tasa de variación instantánea o derivada es: 
          
   
         
   
 
Teniendo en cuenta que   representa la amplitud del intervalo, que los extremos 
del intervalo se aproximen entre ellos, equivaldrá a que la amplitud tiende a cero. 
          
   
           
 
 
PROCEDIMIENTO USUAL 
La dificultad de comprensión de la relación existente entre la tasa de variación 
media y la derivada a través de la pizarra, impide que muchos alumnos sean 
capaces de establecer relaciones entre ambos conceptos. 
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FORMA DE ACTUACIÓN POR PARTE DEL PROFESORADO 
Basándonos en lo que consisten los diferentes estratos, observamos que podríamos 
plantear la hipótesis de tres perfiles diferentes de profesores. 
 PROFESOR A: El profesor comienza con la definición de la derivada y utiliza 
la práctica para memorizar la fórmula. 
Seguidamente el profesor presenta la interpretación geométrica de la 
derivada y muestra alguna actividades donde se hace uso de la 
interpretación. 
Esta metodología es muy usual por parte de algunos profesores y es 
claramente insuficiente. El profesor no relaciona la definición de derivada 
con la de tasa de variación media, como si se tratasen de conceptos 
independientes. Además se limita a exponer la interpretación geométrica de 
la derivada sin conectarla con su definición. 
En este caso el profesor se limita al estrato número dos, donde el alumno 
únicamente posee una construcción de la imagen sin comprenderla. 
 PROFESOR B: A diferencia del anterior, este expone la definición de la 
derivada como la tasa de variación instantánea. El profesor explica la 
relación existente entre la fórmula de la tasa de variación media y la 
derivada. 
A continuación el profesor utilizará un ejemplo o aplicación que facilite la 
comprensión del concepto de derivada. 
Tras la comprensión de la procedencia de la fórmula que define a la 
derivada, al igual que el profesor anterior se limita a dictar la interpretación 
geométrica de la derivada y a proponer ejercicios. 
En este caso el profesor alcanza los estratos uno, dos y parte del cuatro. 
Relaciona la tasa de variación media con la derivada y muestra una 
aplicación. Sin embargo la interpretación geométrica de la derivada continúa 
desligada a la definición. 
 PROFESOR C: A diferencia de los otros dos profesores este último comienza 
recordando la interpretación geométrica de la tasa de variación media. 
Haciendo uso de sucesivas representaciones enlaza la interpretación de la 
tasa de variación media con la derivada. 
Una vez se visualiza la relación geométrica entre la tasa de variación media 
y la derivada, el profesor se centra en deducir la fórmula de la derivada a 
través de la tasa de variación media. 
Por último, haciendo uso de la práctica los alumnos centran los contenidos 
aprendidos. 
En este último caso el alumno alcanza los cuatros primeros estratos, se 
relaciona tanto la fórmula de la tasa de variación media con la de la derivada 
como sus interpretaciones geométricas. Esta metodología es la más 
completa y puede ser resultar más accesible si se hace uso de algún 
programa geométrico como el GeoGeobra para su explicación. 
 
  
35 
Clara Benedicto Baldonado 
6.3. MONOTONÍA Y EXTREMOS DE LA FUNCIÓN 
 
ESTRATO 1: CONOCIMIENTO PRIMITIVO 
Este primer estrato está conformado por las experiencias en las situaciones reales 
del individuo. 
PROPUESTA ESTÁDAR 
El estudio de la monotonía y extremos de una función es esencial para la resolución 
de problemas de optimización. Por ello una buena forma de comenzar es a través 
del planteamiento de un problema con aplicación real donde la función sea 
cuadrática. Haciendo uso de los conocimientos que poseen de las funciones 
cuadráticas los alumnos son capaces de resolver el problema y comprender la 
utilidad de la monotonía y extremos como aplicación real. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Al igual que ocurría con la derivada, el volumen de nuestro trabajo hizo que nos 
centrásemos en el uso del GeoGebra y no tuvimos la oportunidad de poder plantear 
a los alumnos la resolución de problemas de optimización. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Generalmente, en los libros de texto no comienzan exponiendo un ejemplo real 
para introducir la importancia de la monotonía y extremos de una función. Los 
libros muestran las fórmulas y más tarde proponen ejercicios como aplicaciones. 
En nuestro libro de texto (Ed. Ecir) no hemos encontrado ningún ejemplo 
introductorio, pero sí que existen algunos ejemplos, como los mostrados en los 
apuntes de clase de Contreras (2012). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Este tipo de ejemplos no está presente en prácticamente ningún libro, por lo que 
los alumnos aprenden a optimizar sin comprender la verdadera utilidad de ello. 
 
ESTRATO 2: CONSTRUCCIÓN DE LA IMAGEN  
Durante este segundo estrato se realizan acciones físicas con el fin de crear una 
idea del nuevo concepto. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Comprender la monotonía y extremos de una función a partir de la observación de 
su gráfica. 
EJEMPLO: Imagina que desde un punto 0, que se toma como origen del sistema de referencia, 
se suelta un avión de juguete impulsado con gomas, y que la curva descrita en su trayectoria 
viene dada por:                    
¿Cómo sabes si está subiendo o bajando a los 5 m del punto de lanzamiento, medidos sobre la 
horizontal? ¿Y a los 12 m? 
Puesto que la trayectoria es una parábola que corta al eje OX en (0,0) y (20,0), y su vértice es 
el punto (10, 8) es inmediato dibujarla, con lo que la solución es rápida: a los 5m está subiendo 
y a los 12m está bajando. 
Pero, ¿y su la curva no es una parábola? 
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PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Haciendo uso de los conocimientos que poseen del año anterior y de la 
representación que ofrece el GeoGebra de la función, los alumnos calculan los 
intervalos de crecimiento/decrecimientos de la función basándose únicamente en la 
observación. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
La dificultad de la representación de gráficas en la pizarra, hace que muchas veces 
los profesores se limiten a dictar una serie de normas a seguir para resolver los 
problemas de optimización o estudio de funciones, sin justificar la razón de estas 
reglas. 
En resumen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ESTRATO 3: COMPRENSIÓN DE LA IMAGEN  
En este tercer estrato el estudiante se ve en la necesidad de reemplazar las 
imágenes asociadas con una sola actividad por una imagen mental. 
PROPUESTA ESTÁNDAR  
Observar la relación existente entre la pendiente de la recta tangente a la curva y 
la monotonía y extremos de la función. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
El GeoGebra nos permite observar el movimiento de la recta tangente a lo largo a 
la curva. Además el programa permite personalizar el color de la recta tangente 
dependiendo del signo de la pendiente. Así observando cómo varía el color de la 
recta según la monotonía de la función, podemos establecer las siguientes 
relaciones: 
 
 Cuando la recta tangente tiene pendiente positiva la función crece, es decir: 
Si              es creciente 
 
 
 
 
                                                                        
 
 Si              es creciente en      
 Si              es decreciente en      
 Si             extremo relativo en      
 
 Si la función crece a la izquierda de a y decrece a la derecha, hay un máximo 
relativo en      
 Si la función decrece a la izquierda de a y crece a la derecha, hay un máximo 
relativo en      
 Si la función no cambia su monotonía, hay un punto de inflexión en     de 
tangente horizontal. 
  
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 Cuando la recta tangente tiene pendiente negat función decrece, es decir: 
Si              es decreciente 
 
                                                                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 Cuando la recta tangente tiene pendiente nula la función tiene un extremo 
relativo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Al igual que ocurría con la interpretación de la derivada, la interpretación de la 
monotonía de una función a través de su derivada en la pizarra es muy costoso de 
representar. Por ello consideramos que el GeoGebra es una excelente herramienta 
para la introducción de este tipo de conceptos. 
 
ESTRATO 4: OBSERVACIÓN DE LA PROPIEDAD 
En este estrato el estudiante examina una imagen mental y determina atributos 
asociados a dicha imagen y observa sus propiedades. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Determinar propiedades de las funciones haciendo uso de la derivada. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Este estrato esta directamente ligado al anterior, pues la comprensión de la 
monotonía como consecuencia de la pendiente de la recta tangente permitirá 
determinar propiedades de las funciones haciendo uso de la derivada. Los alumnos 
calcularan los intervalos de crecimiento/decrecimiento y extremos a través de la 
derivada. 
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PROCEIMIENTO USUAL 
Los alumnos han memorizado las reglas de derivación y son capaces de resolver los 
problemas de optimización de forma metódica, pero continúan sin conocer el 
porqué de estas relaciones. Con estas explicaciones únicamente estamos 
desarrollando su pensamiento analítico pudiendo introducir conceptos geométricos 
que enriquezcan su capacidad de visualización. 
 
FORMA DE ACTUACIÓN POR PARTE DEL PROFESORADO 
Basándonos en lo que consisten los diferentes estratos, observamos que podríamos 
plantear la hipótesis de tres perfiles diferentes de profesores. 
 PROFESOR A: Se limita a la exposición de una serie de reglas y a la 
resolución de ejercicios de forma metódica. 
Este perfil de profesor a pesar de ser el más pobre es el que comúnmente 
solemos encontrar. En este caso, el profesor se centra en el segundo 
estrato, sin mostrar la aplicación ni la comprensión de la imagen. 
 PROFESOR B: Los alumnos utilizan las reglas presentadas por el profesor 
para la resolución de problemas de optimización, que muestran al alumnado 
la utilidad de estos ejercicios. 
En este caso el profesor se centro en los dos primeros estratos, olvidando la 
importancia de la interpretación geométrica. 
 PROFESOR C: El profesor ideal sería aquel que muestra a sus alumnos la 
procedencia de dichas reglas antes de exponerlas para su uso. 
Este caso es poco frecuente, pues la interpretación geométrica de este 
nuevo concepto resulta muy complicada sin la ayuda de herramientas 
tecnológicas como GeoGebra. 
6.4. CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXIÓN DE LA FUNCIÓN 
 
ESTRATO 1: CONOCIMIENTO PRIMITIVO  
Este primer estrato está conformado por las experiencias en las situaciones reales 
del individuo. 
PROPUESTA ESTÁDAR 
Una forma de llamarles la atención en el comienzo del tema es haciendo alusión a 
alguna frase que les resulte familiar y que implique los conceptos matemáticos 
requeridos. 
Por ejemplo, a menudo en el mundo deportivo escuchamos frases como: 
“Esperemos que esta victoria suponga un punto de inflexión en la trayectoria del 
equipo.” 
¿Es correcta esta expresión? 
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PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Al igual que en los dos apartados anteriores, en nuestra experiencia no pudimos 
profundizar en este estrato debido a la falta de tiempo  volumen del trabajo. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Al igual que ocurría con la monotonía, los libros de textos comienzan con la 
exposición de las fórmulas sin realizar ninguna breve introducción a la aplicación de 
los nuevos conceptos. 
 
ESTRATO 2: CONSTRUCCIÓN DE LA IMAGEN  
Durante este segundo estrato se realizan acciones físicas con el fin de crear una 
idea del nuevo concepto. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Definición de función cóncava, convexa y puntos de inflexión. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Antes de comenzar la sesión con los ordenadores realizamos una breve descripción 
en la pizarra del significado de función cóncava, convexa y punto de inflexión. 
 Una función es cóncava en a, si la tangente a la curva en dicho punto está 
por encima de la función, en los alrededores del punto. 
 
 
 
 
 
 
 Una función es convexa en a, si la tangente a la curva en dicho punto está 
por debajo de la función, en los alrededores del punto. 
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 Un punto de inflexión es un punto donde la función pasa de ser cóncava a 
convexa, o viceversa. 
 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Normalmente se proporciona una serie de reglas que se utilizarán para el estudio 
de funciones. 
 
 
 
 
 
ESTRATO 3: COMPRENSIÓN DE LA IMAGEN  
En este tercer estrato el estudiante se ve en la necesidad de reemplazar las 
imágenes asociadas con una sola actividad por una imagen mental. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Comprender el verdadero significado de concavidad y punto de inflexión a través de 
la observación de una representación gráfica. 
Observamos que el enunciado planteado en el primer estrato no es correcto, pues 
un punto de inflexión no implica que una trayectoria descendente pase a ser 
ascendente, más bien lo contrario, la trayectoria continuara descendente. El 
enunciado matemático correcto sería: 
 
“Esperemos que esta victoria suponga un mínimo (relativo) en la trayectoria del 
equipo.” 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Los alumnos aprovechas la precisión de la representación gráfica del GeoGebra 
para comprender el concepto de punto de inflexión. 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Los alumnos se limitan a realizar estudio de funciones sin comprender el concepto 
de punto de inflexión. 
 
  
 
 Si               es convexa en      
 Si               es cóncava en      
 Si              punto de inflexión en      
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ESTRATO 4: OBSERVACIÓN DE LA PROPIEDAD 
En este estrato el estudiante examina una imagen mental y determina atributos 
asociados a dicha imagen y observa sus propiedades. 
PROPUESTA ESTÁNDAR 
Comprender la relación existente entre la concavidad de la función y la segunda 
derivada. 
PROCEDIMIENTO PRACTICADO 
Los alumnos podrán observar gracias al movimiento del GeoGebra como la recta 
tangente se mueve a lo largo de la  curva y su pendiente crece o decrece según la 
concavidad de la función. 
 En una curva cóncava donde la recta tangente se encuentre por encima de 
ella, la pendiente de dicha curva irá disminuyendo hasta alcanzar un valor 
mínimo. 
Puesto que la pendiente de dicha curva se corresponde a la derivada de la 
función, diremos que la función decrece. 
Al igual que la derivada estudia la monotonía de la función, la segunda 
derivada estudia la monotonía de la derivada. 
Por lo tanto si la derivada es decreciente cuando la función es cóncava 
entonces          . 
 
 En una curva convexa donde la recta tangente se encuentre por debajo de 
ella, la pendiente de dicha curva irá aumentando hasta alcanzar un valor 
máximo. 
Puesto que la pendiente de dicha curva se corresponde a la derivada de la 
función, diremos que la función crece. 
Al igual que la derivada estudia la monotonía de la función, la segunda 
derivada estudia la monotonía de la derivada. 
Por lo tanto si la derivada es decreciente cuando la función es convexa 
entonces          . 
PROCEDIMIENTO USUAL 
Los alumnos conocen los procedimientos metódicos pero no son capaces de 
comprender la relación existente entre la función y la segunda derivada para el 
cálculo de los intervalos de concavidad. 
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FORMA DE ACTUACIÓN POR PARTE DEL PROFESORADO 
Basándonos en lo que consisten los diferentes estratos, observamos que podríamos 
plantear la hipótesis de tres perfiles diferentes de profesores. 
 PROFESOR A: Se limita a la exposición de una serie de reglas y a la 
resolución de ejercicios de forma metódica. 
Muchos alumnos calculan los intervalos de concavidad y convexidad con 
agilidad pero desconocen la verdadera interpretación. 
El profesor se limita al segundo estrato. 
 PROFESOR B: Los alumnos utilizan las reglas presentadas por el profesor y 
son capaces de representar gráficamente las soluciones obtenidas. 
En este caso el profesor se centro en los tres primeros estratos, olvidando la 
importancia de la interpretación geométrica. 
 PROFESOR C: El profesor ideal sería aquel que muestra a sus alumnos la 
procedencia de dichas reglas antes de exponerlas para su uso. 
Este caso es muy poco frecuente, pues la interpretación geométrica de este 
nuevo concepto resulta muy complicada sin la ayuda de herramientas 
tecnológicas como GeoGebra. 
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7. EXPERIENCIA DE ENSEÑANZA 
 
Previamente a la experiencia la profesora usual dedicó una sesión a introducir 
algunos conceptos iniciales sobre la tasa de variación media. 
La experiencia consistía en cuatro sesiones en el aula de ordenadores, durante 
las cuales yo ejercí la función de profesora, sin la presencia de la tutora. En estas 
sesiones los alumnos realizaron tres fichas, cada una de ellas ocupaba una sesión 
de 50 minutos, exceptuando la primera que duró dos sesiones. 
Haciendo uso del temario expresado en el libro del texto del centro (Ed. ECIR), 
adapté una serie de actividades para el GeoGebra que son las que configuran las 
fichas de la experiencia de enseñanza. 
A pesar de que los alumnos no habían trabajado anteriormente con el programa 
GeoGebra no tuvieron problemas en adaptarse fácilmente sin la necesidad de una 
clase extra. Los alumnos trabajaban de manera individual, haciendo uso de la ficha 
y de las indicaciones que yo les daba en el caso de que ellos lo solicitarán. 
En este aparatado enunciamos los objetivos de cada una de las fichas. Además, 
expresamos de manera sintética cómo se llevaron a cabo las clases y su 
organización, y analizamos qué papel tuvo el GeoGebra.  
Así mismo, realizamos un análisis no exhaustivo de los estratos alcanzados 
durante nuestras actividades. Como ya hemos especificado anteriormente, durante 
nuestra experiencia nos centraremos en los estratos 2, 3 y 4, ya que debido al 
volumen de nuestro trabajo y la falta de tiempo, no pudimos profundizar en el resto 
de estratos. 
 
7.1 FICHA 1: TASA DE VARAICIÓN MEDIA Y DERIVADA 
Las dos primeras sesiones radicaron en el estudio de la interpretación geométrica 
de la tasa de variación media y de la derivada.  
DURACIÓN 
Al ser una ficha con muchos conceptos su duración fue de dos sesiones. 
SITUACIÓN PREVIA 
Durante la clase previa la tutora explicó a los alumnos el concepto de tasa de 
variación media y el método de cálculo de ésta a través de aplicaciones.  
Los alumnos conocían que la tasa de variación media de una función, dado un 
intervalo, se calcula mediante: 
                  
      
      
  
           
      
 
OBJETIVOS MATEMÁTICOS 
 Conocer la interpretación geométrica de la tasa de variación media: 
 
La tasa de variación media de una función        en el intervalo         es la 
pendiente de la recta secante que corta a la curva en los extremos del 
intervalo. 
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 Relacionar la aplicación de la tasa de variación media con su interpretación 
geométrica y deducir su definición. 
 
 No prioriza la memorización de la fórmula de la derivada, sino su deducción 
a través de la fórmula de la tasa de variación media. 
 
 Observar como la recta secante se aproxima a la recta tangente conforme se 
reduce la amplitud del intervalo. 
 
 Comprobar que esta misma relación se cumple para las pendientes de 
ambas rectas. La pendiente de la recta secante se aproxima a la pendiente 
de la recta tangente cuando la amplitud del intervalo disminuye. 
 
LOS ESTRATOS DE PIRIE Y KIEREN 
Durante la primera ficha vamos proponiendo una serie de ejercicios con el fin de 
promover la comprensión de los conceptos de tasa de variación media y derivada a 
través de los estratos de Pirie y Kieren (1994) 
CONCEPTO DE TASA DE VARIACIÓN MEDIA: 
1.-  ESTRATO 2: Comenzamos con unos ejercicios donde los alumnos realizan 
cálculos de la tasa de variación media a través de la observación de la gráfica, con 
el fin de crear el concepto de tasa de variación media. (PROBLEMA 1). 
2.- ESTRATO 3: Seguidamente los alumnos deben intuir la interpretación de la tasa 
de variación media al observar la pendiente de la recta secante, adoptando una 
imagen mental del concepto de tasa de variación. (PROBLEMAS 2-3). 
3.- ESTRATO 4: Por último, una vez comprendida la interpretación geométrica de la 
tasa de variación media, el alumno es capaz de establecer relaciones y observar 
propiedades de la tasa de variación media conforme varía la amplitud del intervalo. 
(PROBLEMAS 5-6). 
CONCEPTO DE DERIVADA: 
1.- ESTRATO 2: Comenzamos introduciendo la interpretación geométrica de la 
derivada y su fórmula, para crear una idea del concepto (PROBLEMA 7; Apartados 
1-2). 
2.- ESTRATO 3: A continuación el alumno deber asociar la imagen creada de la tasa 
de variación media con la nueva imagen de la derivada,.estableciendo una primera 
relación. (PROBLEMA 7; Apartados 3-5) 
3.- ESTRATO 4: Finalmente, la relación establecida entre la tasa de variación media 
y la derivada permite al alumno la observación de nuevas propiedades. (PROBLEMA 
8). 
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DESARROLLO 
1.- Comenzamos la ficha con unas instrucciones para el uso del GeoGebra. 
2.- Empezamos las actividades con un ejemplo numérico, en el cual en un intervalo 
concreto los alumnos calcularán la tasa de variación de la función representada, 
(PROBLEMA 1; Aparatado 1). 
Seguidamente generalizarán esa tasa de variación en función del intervalo        . 
Es aquí donde el alumno tiene el primer contacto con la fórmula matemática de la 
tasa de variación, (PROBLEMA 1; Apartado 2). 
3.- Puesto que nuestra intención es que el alumno observe la interpretación 
geométrica de la tasa de variación, haremos uso de los conocimientos que ya 
poseen para el cálculo de rectas y sus pendientes.  
Para facilitar el cálculo de las pendientes de las rectas les proponemos que calculen 
la medida de los segmentos, (PROBLEMA 2). 
4.- A continuación, calcularán la pendiente de la recta secante (PROBLEMA 3), y 
serán ellos quienes deban establecer la relación entre la tasa de variación y la recta 
secante, (PROBLEMA 4). 
5.- Después de conocer la interpretación de la tasa de variación media, 
introduciremos la interpretación geométrica de la derivada.  
Conocida la derivada como pendiente de la recta tangente a la función, los 
estudiantes deberán relacionar la tasa de variación con la recta secante, y esta a su 
vez con la recta tangente, para finalmente deducir la fórmula de la derivada 
recordando su interpretación geométrica. (PROBLEMA 5-7) 
6.- Por último, para afianzar todos estos nuevos conceptos adquiridos los 
estudiantes tendrán que contestar una serie de preguntas con el fin de que aquellos 
que no habían sido capaces de concluir las relaciones tengan más oportunidades. 
(PROBLEMA 8) 
PAPEL DEL GEOGEBRA 
El GeoGebra es una herramienta esencial para la comprensión de la relación 
existente entre la tasa de variación y la derivada. Al ofrecer imágenes dinámicas 
permite entender la idea de límite mediante la observación del movimiento de la 
recta secante cuando h toma valores cada vez más cercanos a cero. 
El concepto de límite suele crear confusiones en los alumnos, pero el GeoGebra 
facilita la representación logrando una comprensión de la fórmula. 
 
A continuación mostramos la primera ficha de la experiencia. 
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TASA DE VARIACIÓN MEDIA  Y DERIVADA 
 
 Representa gráficamente la función               . 
 
 Crea un parámetro a con valores de -10 a 10 (deslizador).  
 
 Crea un punto de la curva en función del parámetro anterior, A = (a, f(a)). 
 
 Crea un parámetro h  con valores de -10 a 10 (deslizador) 
 
 Crea un nuevo punto de la curva,  B= (a+h, f (a+h)). 
 
 Dibujamos una recta paralela al eje OX que pase por el punto A. 
 
 Dibujamos una recta perpendicular al eje OX que pase por el punto B. 
 
 Marcamos el punto de intersección entre las dos recta, punto C, y dejamos de mostrar las rectas trazadas. 
 
 Creamos dos segmentos entre el punto A y el punto C, y el punto B y el punto C. 
 
 Observamos que si movemos el parámetro h el valor de la distancia de los segmentos varía. 
 
  Observando los datos de la gráfica: 
  PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo  [-1, 2] 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo   [a, a+h] 
 
  PROBLEMA 2 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C cuando a=-1, h=3. 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C cuando a=-1 y h=3. 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C en función de h y a 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C en función de h y a. 
 
  PROBLEMA 3 
 Representa la recta secante de la curva f(x) que pasa por los puntos A y B. 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante cuando a=-1, h=3. 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante en función de a y h. 
 
  PROBLEMA 4 
 ¿Qué relación existe entre la tvm f[x, x+h] y la recta secante que pasa por los puntos A(x, f(x)) y  
Un B(x+h, f(x + h))? 
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  PROBLEMA 5 
 Representa la recta tangente a la curva f(x) por el punto A 
t(x)=tangente[A,f] 
 
 Si aproximamos los valores de h a cero, ¿Qué le ocurre a la recta secante? 
  PROBLEMA 6 
 Calcula la pendiente de la recta tangente. 
m=pendiente[t] 
 
 ¿Cómo varía la pendiente de la recta secante cuando aproximamos el punto B al punto A? 
 ¿Cuál será el límite de la pendiente  de la recta secante cuando la h tienda a cero? 
 
 Conociendo la relación existente entre la tasa de variación media y la recta secante. Calcula: 
  PROBLEMA 7 
 Interpretación geométrica de la derivada de una función. 
 
 Definición de la derivada de una función mediante una fórmula. 
 
 Calcula:  
 
      
              
            
= 
 
 Calcula f’(-1) 
 
 Termina la definición de derivada de una función. 
 
  PROBLEMA 8 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? Justifícalo. 
 
- La derivada de una función en un punto, es la pendiente de la recta tangente en ese punto. 
 
- La derivada de una función en un punto x es la pendiente de la recta secante entre [x, x+h] 
 
 
- La pendiente de la recta secante entre dos puntos:  
 
Es: 
 
- La pendiente de la recta secante y la recta tangente coinciden. 
 
- Una recta secante se transforma en una recta tangente cuando uno de los puntos de corte se aproxima al 
otro. 
 
 
- La derivada de una función es: 
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7.2 FICHA 2: CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
Estudio de la monotonía y de los extremos relativos de una función a través de su 
derivada. 
DURACIÓN 
Una sesión. 
SITUACIÓN PREVIA 
En cursos anteriores los alumnos han aprendido a interpretar los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento de una función a través de su representación gráfica. 
Manejan con soltura la idea de función y son capaces de determinar aquellos 
intervalos en los que la función crece o decrece y los puntos donde alcanza su valor 
máximo o mínimo. 
OBJETIVOS 
 Relacionar la monotonía y extremos de la función a través de la observación 
de la recta tangente en cada uno de los puntos de la función. 
 
 Relacionar la monotonía y extremos de la función con la derivada. 
LOS ESTRATOS DE PIRIE Y KIEREN 
Durante la segunda ficha vamos proponiendo una serie de ejercicios con el fin de 
promover la comprensión de los conceptos de monotonía y extremos a través de 
los estratos de Pirie y Kieren (1994). 
CONCEPTO DE MONOTONÍA 
1.- ESTRATO 2: Comenzamos con un ejercicio donde a través de la observación de 
la gráfica los alumnos calculan los intervalos de crecimiento y decrecimiento, con el 
fin de afianzar la comprensión del concepto de monotonía ya estudiada el curso 
anterior. (PROBLEMA 3; Apartado 1) 
2.- ESTRATOS 3-4: A continuación, haciendo uso de la representación que ofrece el 
GeoGebra, el alumno debe establecer una relación entre el la pendiente de la recta 
tangente y la monotonía de la función. De esta forma el alumno es capaz de asociar 
la monotonía de una función con la primera derivada, recordando propiedades 
anteriores. (PROBLEMAS 4, 5, 6 Apartados1-3) 
CONCEPTO DE EXTREMOS 
1.- ESTRATO 2: A través de la observación el alumno determina los puntos máximo 
y mínimos recordando el concepto de extremo. (PROBLEMA 1, Apartado 2). 
2.- ESTRATOS 3-4: Seguidamente el alumno asociara los extremos con la 
pendiente de la recta tangente y por lo tanto, con la derivada de la función. 
(PROBLEMA 4, 5, 6 Apartados 4-5). 
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DESARROLLO 
1.- Comenzamos con unas instrucciones para el uso del GeoGebra durante esta 
sesión. (PROBLEMA 1-2) 
2.- Representaremos una función haciendo uso del GeoGebra. A través de la 
observación de la gráfica los alumnos determinarán los intervalos de 
crecimiento/decrecimiento y los extremos relativos. (PROBLEMAS 3) 
3.- A continuación dibujamos un punto cuyas coordenadas dependan de un 
parámetro y el punto se mueva a lo largo de toda la función. Una vez esto, 
trazamos la recta tangente a la curva por dicho punto. 
Haciendo uso de los comando del GeoGebra podemos personalizar el color de la 
recta tangente según el valor de su pendiente (negativa, positiva o nula). Indicando 
los intervalos en los que la recta tangente tiene diferentes colores, los alumnos 
deben advertir la existencia de una relación entre el crecimiento/decrecimiento y el 
signo de la pendiente de la recta tangente. (PROBLEMAS 4, 5 y 6 Apartados 1, ,2 y 
4). 
4.- Por último, recordando la interpretación geométrica de la derivada, los alumnos 
establecerán la relación existente entre la monotonía y extremos relativos y la 
derivada de la función. (PROBLEMAS 6 Apartado 3 y 5). 
PAPEL DEL GEOGEBRA 
El GeoGebra nos permite personalizar la recta tangente según el signo de su 
pendiente. De esta forma, la recta tangente se representará verde, en caso de 
tener pendiente positiva, azul, en caso de tener pendiente nula, y roja, en caso de 
tener pendiente negativa. El alumno puede observar de manera sencilla el signo de 
la pendiente de la recta tangente según de qué color se trate.  
Además, el movimiento de la recta tangente a lo largo de toda la curva permitirá 
que los alumnos establezcan relaciones de manera clara sin recurrir a múltiples 
representaciones. 
Seguidamente mostramos la segunda ficha de la experiencia. 
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CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
 
1.- Introduce la función                     . 
2.- Personaliza la función pichando sobre la curva con el botón derecho Propiedades. 
NOTA: No pintes la función de rojo, azul o verde. 
3.- Crea un punto que pertenezca a la función. 
 - Creamos un valor a deslizador en el intervalo [-2, 6] 
 - Creamos un punto perteneciente a la curva con coordenada x el valor a. 
  A=(a, f(a)) 
 Pichando en la flecha podemos mover el deslizador y comprobar cómo el punto A se mueve a lo largo de 
la función. 
 
 Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función: 
 
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
 Escribe la definición geométrica de derivada: 
4.- Crea la recta tangente a la función en el punto A. 
T= tangente[f,A] 
5.- Personaliza la recta tangente pichando sobre ella con el botón derecho, Propiedades de Objeto. 
En Avanzado, escribe: 
       Rojo: f’(a)<0 
       Verde: f’(a)>0 
       Azul: f’(a)=0 
6.- Desliza el valor de a y comprueba cómo cambia el color de la recta tangente según el valor de su pendiente 
(derivada). 
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? 
 
 ¿En qué intervalo la recta tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
 
 Observando los intervalos de crecimiento/decrecimiento, ¿qué relación podemos establecer entre el 
crecimiento de una función en un punto concreto y la derivada en ese punto? 
 
 ¿En qué puntos la reta tangente es azul (f’(a)=0)? 
 
 ¿Qué relación existe entre los máximos/mínimos y la derivada en dichos puntos? 
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7.3 FICHA 3: CONCAVIDAD/CONVEXIDAD DE UNA FUNCIÓN 
 
La última sesión reflexionará sobre la concavidad y convexidad de una función, así 
como del punto de inflexión. 
DURACIÓN 
Una sesión. 
OBJETIVOS 
 Comprender del concepto de concavidad, convexidad y puntos de inflexión. 
 
 Relacionar la primera derivada con la segunda derivada. 
 
 Relacionar la segunda derivada con los intervalos de concavidad y puntos de 
inflexión. 
 
LOS ESTRATOS DE PIRIE Y KIEREN 
Durante la segunda ficha vamos proponiendo una serie de ejercicios con el fin de 
promover la comprensión de los conceptos de concavidad y punto de inflexión a 
través de los estratos de Pirie y Kieren (1994). 
CONCEPTO DE CONCAVIDAD Y PUNTO DE INFLEXIÓN (PROBLEMA 10-11): 
1.- ESTRATO 2: Mostramos a los alumnos la definición de función cóncava y 
convexa y punto de inflexión, con la intención de crear una idea de los nuevos 
conceptos. 
2.- ESTRATO 3: A través de la representación gráfica el alumno observa los 
intervalos de concavidad y convexidad y el punto de inflexión. 
3.- ESTRATO 4: Por último, se establecen relaciones entre la concavidad y puntos 
de inflexión, y la segunda derivada.  
DESARROLLO 
1.- Antes de introducir los nuevos conceptos recordaremos como calculábamos los 
intervalos de crecimiento, con el fin de que quede presente la relación entre una 
función y su derivada. Los alumnos comenzaran representando una función y su 
derivada. A través del signo de la derivada interpretarán los intervalos de 
crecimiento o decrecimiento, y observarán los extremos relativos. (PROBLEMAS 1-
6). 
2.- A continuación representarán la segunda derivada. Con el fin de consolidar los 
conceptos adquiridos los alumnos estudiarán la monotonía de la derivada primera 
en función del signo de la segunda derivada. (PROBLEMAS 7-9). 
3.- Seguidamente utilizando de nuevo el signo de la segunda derivada, 
observaremos la función para ayudar a comprender a los alumnos el significado de 
concavidad y convexidad. (PROBLEMA 10). 
4.- Por último, los alumnos calcularan el punto de inflexión observando cómo se 
trata de aquel punto donde los valores de x de la función pasan de un tipo de 
concavidad a otra. (PROBLEMA 11). 
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PAPEL DEL GEOGEBRA 
El GeoGebra nos permite representar de manera ágil la función, su derivada y su 
derivada segunda. 
Además la precisión de la representación permite observar la relación existente 
entre la segunda derivada y la concavidad de una función. 
 
Por último, mostramos la tercera ficha de nuestra experiencia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
CONCAVIDAD/CONVEXIDAD DE UNA FUNCIÓN 
 
1.- Introduce en la casilla de entrada la función:                
2.- Representa la función de la derivada. 
          o              
3.- Estudia el signo de la derivada. 
Traza dos rectas por los puntos donde la derivada se anula. x=0 y x=2. 
4.- Rellena la tabla indicando los intervalos y el signo de la derivada en cada intervalo. 
(Puedes ocultar la función para observar mejor el signo de la derivada) 
5.- Estudia los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la función. Rellena la tabla. 
6.- Calcula los extremos relativos de la función f en el intervalo [-1,4] 
Máximo[f,-1,4]      Mínimo[f,-1,4]     
x      
SIGNO               
CRECIMIENTO 
     
     
 
7.- Representa la segunda derivada. 
            o               
8.- Estudia el signo de la segunda derivada. Rellena los intervalos y el signo. 
9.- Estudia la monotonía de la derivada en función en función del signo de la segunda derivada. 
10.- Estudia la concavidad de la función. Rellena la tabla. 
11.- Calcula el punto de inflexión. 
x    
SIGNO           
CRECIMIENTO          
CONCAVIDAD         
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8. RESULTADOS DE LA EXPERIENCIA  
 
Dedicaremos esta última sección a reflexionar sobre los resultados obtenidos de 
nuestra experiencia. Analizaremos cada unos de los problemas de las tres fichas, 
las respuestas dadas por los alumnos en cada una de las actividades y los errores 
comunes de los ejercicios más problemáticos. 
RESUMEN: 
Tras las cuatro sesiones realizadas con los dos grupos pude observar que los 
resultados obtenidos mediante la resolución de problemas con GeoGebra son muy 
gratificantes. A pesar de que he de admitir que en todo momento yo estaba 
presente para facilitar mi ayuda en caso de que tuvieran dudas, creo que el uso de 
programa informático ha cumplido su objetivo y ha facilitado que los alumnos 
hayan interiorizado las fórmulas gracias a la comprensión de los conceptos. En 
general todas las respuestas han sido correctas, únicamente podríamos diferenciar 
el nivel de los alumnos atendiendo a la notación utilizada. 
Debido a la falta de tiempo y oportunidades durante el periodo de prácticas sólo 
tenemos los resultados de aquellos ejercicios que fueron realizados con GeoGebra.  
Esto impide asegurar que los conceptos fueran correctamente interiorizados para 
un uso posterior, o que no hubieran sido comprendidos sin el uso de GeoGebra. No 
obstante los resultados obtenidos son buenos, así que analizaremos las respuestas 
más frecuentes. 
A la hora de realizar los ejercicios, el grupo de Ciencias Sociales tenían mayores 
problemas, especialmente con el uso del programa. Sin embargo, sus resultados 
han sido excelentes. Por otra parte, el grupo de Científico Técnico realizó las 
actividades de forma autónoma con gran facilidad para usar el programa a pesar de 
que antes no lo habían utilizado nunca. 
 
8.1 FICHA 1: TASA DE VARIACIÓN MEDIA Y DERIVADA 
 
PROBLEMA 1 
En el primer problema los alumnos debían calcular la tasa de variación media en un 
intervalo dado. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Debido a que en la clase anterior la profesora había introducido algunos conceptos 
previos como el de tasa de variación, los alumnos no tuvieron problemas en 
recordar el método de cálculo de la tasa de variación media, e incluso todos fueron 
capaces de generalizar la fórmula. 
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RESPUESTAS OBTENIDAS 
A pesar de que todos los resultados fueron correctos, encontramos diferentes 
variantes atendiendo al dominio del lenguaje matemático y su notación. 
 
 La respuesta más completa sería la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Esta respuesta es poco frecuente en los alumnos. Únicamente encontramos dos 
alumnos del grupo Científico-Técnico que han utilizado una perfecta notación. 
 
 La respuesta más frecuente por parte del grupo de científico técnico es: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se trata de una respuesta completa y correcta, a pesar de que el nivel de notación 
es inferior al caso anterior. 
  
        
    
 
  
  
 
   
        
           
        
 
           
 
  
PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo  [-1, 2] 
 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo   [a, a+h] 
 
 
               
    
 
  
  
 
   
               
           
        
 
           
 
  
PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo  [-1, 2] 
 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo   [a, a+h] 
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 La respuesta más frecuente por parte del grupo de Ciencias Sociales es: 
 
 
 
 
 
 
 
En este caso los alumnos se limitan a escribir el resultado de aquello pedido sin 
reparar que se trata de una ecuación, donde aquello que se pregunta representa un 
miembro de la igualdad y la respuesta dada, el otro. 
Como indica Freudenthal (1983), realizar tareas equivale a contestar preguntas. Y 
transformando esto al lenguaje aritmético,  
“El signo igual tiene el aspecto de ser asimétrico. Un lado está dado y el otro ha de 
ser rellenado” 
Esto suele causar confusiones en los aprendices, especialmente si se utilizan letras. 
 
 Por último encontramos un par de casos en el grupo de Ciencias Sociales 
que olvida simplificar su respuesta, obteniendo el siguiente resultado: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Analizando las respuestas observamos la necesidad de resaltar la 
importancia de la notación en próximas sesiones. 
 
  
    
 
  
  
 
 
           
        
  
PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo  [-1, 2] 
 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo   [a, a+h] 
 
 
 
    
 
  
  
 
   
           
        
 
           
 
  
PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo  [-1, 2] 
 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo   [a, a+h] 
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PROBLEMA 2 
En el siguiente problema los alumnos debían calcular las distancias entre dos 
puntos observando los segmentos correspondientes. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
A la hora de medir la distancia de los dos segmentos, ningún alumno tuvo 
problema, ni numéricamente ni de forma generalizada. 
Este ejercicio tenía la finalidad de facilitarles la tarea de recordar el cálculo de la 
pendiente de la recta, pero no suponía gran dificultad. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
En este apartado observamos la diferencia de notación entre los de Ciencias 
Sociales y Científico Técnico. El segundo grupo relaciona la distancia entre dos 
puntos con el módulo de un vector, debido a que tienen más presente el estudio de 
rectas y vectores y utilizan una notación matemática. Ambas respuestas son 
correctas pero indican un nivel distinto del dominio de la notación matemática. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
PROBLEMA 2 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C cuando a=-1, h=3. 
 
                (Ciencias Sociales) 
            (Científico-Técnico) 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C cuando a=-1 y h=3. 
 
               (Ciencias Sociales) 
           (Científico-Técnico) 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C en función de h y a 
 
                          (Ciencias Sociales) 
                      (Científico-Técnico) 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C en función de h y a. 
 
                        (Ciencias Sociales) 
           (Científico-Técnico) 
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PROBLEMA 3 
En el siguiente problema nos centramos en el cálculo de la pendiente de la recta 
secante.  
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Observamos que algunos de los alumnos han olvidado como calcular la pendiente 
de una recta a pesar de haber sido estudiado ese mismo año, especialmente en lo 
que se refiere a la generalización matemática de la fórmula.  
RESPUESTAS OBTENIDAS 
Al igual que antes observamos diferentes respuestas de aquellos que han 
contestado a la pregunta atendiendo a la notación. 
 
 Las respuestas más frecuentes por parte de los dos grupos se ciñen a alguna 
de las siguientes notaciones: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
   
  
 
   
   
        
        
  
           
     
  
           
 
 
           
           
     
  
           
 
 
   
      
      
 
PROBLEMA 3 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante cuando a=-1, h=3. 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante en función de a y h. 
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 A pesar de que prácticamente todos los alumnos siguieron el mismo patrón 
a la hora de la resolución de este ejercicio, encontramos una respuesta 
interesante por parte de un alumno del grupo de Científico- Técnico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En este caso el alumno demuestra los conocimientos aprendidos de la ecuación de 
una recta. A pesar de que la respuesta es igual de correcta, el procedimiento es 
mucho más costoso. Muestra la capacidad para recordar conocimientos previos y 
sacar provecho de ellos, y observamos una falta de visión geométrica que le 
permitiría agilizar su trabajo.  
 
  
   
 
  
      
           
 
                             
                                     
                                     
                                         
           
 
    
                    
 
   
   
           
 
 
 
PROBLEMA 3 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante en función de a y h. 
 
La recta secante pasa por los puntos                          .  
Calculamos el vector director:                                            
Tomamos el punto   y el vector        para calcular la ecuación continua de la recta: 
Calculamos la ecuación punto-pendiente de la recta:        
 
Por lo tanto, 
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PROBLEMA 4 
Continuamos estableciendo la primera relación según lo observado. Los alumnos 
deben establecer una relación entre la tasa de variación media y la recta secante. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Aquellos alumnos que no han sido capaces de calcular la pendiente de la recta 
secante no pueden responder a esta pregunta. En el resto de casos, la mayor parte 
de los alumnos ha contestado correctamente. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La respuesta correcta y más frecuente es: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Encontramos alguna respuesta errónea causada por falta de comprensión o 
confusiones del lenguaje. 
 
 
 
 
 
 
 
  
PROBLEMA 4 
 ¿Qué relación existe entre la tvm f[x, x+h] y la recta secante que pasa por los puntos A(x, f(x)) y  
Un B(x+h, f(x + h))? 
La tasa de variación media de una función en un intervalo, es la pendiente de la recta 
secante que corta a la función en los extremos del intervalo. 
PROBLEMA 4 
 ¿Qué relación existe entre la tvm f[x, x+h] y la recta secante que pasa por los puntos A(x, f(x)) y  
Un B(x+h, f(x + h))? 
La tasa de variación media de una función es la recta secante que corta a la función. 
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PROBLEMA 5 
Este ejercicio requiere que se observen las propiedades de la recta secante 
conforme reducimos la amplitud del intervalo. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Para la siguiente pregunta el uso del GeoGebra es fundamental. Pues este concepto 
tiene grandes complicaciones a la hora de su comprensión mediante la 
representación en la pizarra; en cambio, el movimiento que ofrece el GeoGebra 
permite una visualización fácil. Los alumnos deberán observar qué le ocurre a la 
recta secante cuando reducimos la amplitud del intervalo, con el fin de que 
establezcan la relación entre la recta secante y la recta tangente. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 Observamos en todas las respuestas que el concepto ha sido comprendido. 
Encontramos diferentes variantes dependiendo del uso del lenguaje. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 A pesar de que el concepto se visualice, una vez comprendido el porqué de  
la relación existente conviene especificar la definición correcta para no crear 
confusión en el futuro. 
 
PROBLEMA 6 
Una vez establecida la relación existente entre la recta secante y la recta tangente, 
los alumnos deben continuar relacionando la pendiente de ambas rectas. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Al entender el ejercicio anterior, éste se deduce fácilmente. No obstante, hay que 
tener cuidado con el lenguaje utilizado pues muchos alumnos han empleado 
expresiones erróneas como “es la pendiente de la recta tangente”, “la pendiente se 
convierte/transforma en la pendiente de la recta tangente”. Estas expresiones no 
son correctas, pues la pendiente de la recta secante nunca llega alcanzar el valor 
de la pendiente de la recta tangente, únicamente se aproxima. 
  
  PROBLEMA 5 
 Representa la recta tangente a la curva f(x) por el punto A 
t(x)=tangente[A,f] 
 
 Si aproximamos los valores de h a cero, ¿Qué le ocurre a la recta secante? 
 
 Se convierte/transforma en la recta tangente. 
 Se junta/solapa con la recta tangente. 
 Es la recta tangente. 
 Se aproxima a la recta tangente. 
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RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 Las respuestas más frecuentes a este ejercicio son las siguientes: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En este ejercicio encontramos algunas respuestas al primer apartado que 
nos llevan a pensar que los alumnos, a pesar de tener la oportunidad de 
observar la representación gráfica, se limitan a ver el cambio numérico que 
experimenta la pendiente sin observar la gráfica,  algunos de ellos 
razonándolo analíticamente. En este caso estaríamos ante alumnos de 
razonamiento analítico.  
 
 
 
 
 
 
Por otra parte aquellos alumnos que habían tenido problemas en la definición de 
tasa de variación media al no considerar la pendiente de la recta secante, muestran 
el mismo problema con la recta tangente. 
 
 
 
En relación a los dos grupos observamos que este tipo de razonamiento es más 
frecuente en el grupo Científico-Técnico, lo que me hace pensar que tienen muy 
presente el trabajo previo con límites, pues la mayoría de ellos que consideran que 
el primer apartado es una indeterminación, no opinan lo mismo cuando se trata de 
un límite 
 
   
   
                                                            
PROBLEMA 6 
 Calcula la pendiente de la recta tangente. 
m=pendiente[t] 
 
 ¿Cómo varía la pendiente de la recta secante cuando aproximamos el punto B al punto A? 
 
Se aproxima (convierte/transforma) a la pendiente de la recta tangente. 
             Es igual a la recta tangente. 
 
 ¿Cuál será el límite de la pendiente  de la recta secante cuando la h tienda a cero? 
 
La pendiente de la recta tangente. 
 
 Conociendo la relación existente entre la tasa de variación media y la recta secante. Calcula: 
 
   
   
                                                            
PROBLEMA 6 
 Calcula la pendiente de la recta tangente. 
m=pendiente[t] 
 
 ¿Cómo varía la pendiente de la recta secante cuando aproximamos el punto B al punto A? 
      La pendiente esta indefinida, ya que una fracción con numerador cero es una indeterminación. 
 ¿Cuál será el límite de la pendiente  de la recta secante cuando la h tienda a cero? 
 
La endiente de la recta tangente. 
 
 Conociendo la relación existente entre la tasa de variación media y la recta secante. Calcula: 
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PROBLEMA 7 
Los alumnos deben recordar la interpretación geométrica de la derivada y resolver 
un problema numérico.  
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
PARTE 1 
A la hora de recordar la interpretación geométrica de la derivada no hubo ningún 
problema. 
PARTE 2 
A pesar de haber establecido correctamente las relaciones la mayoría de los 
alumnos resolvió el problema numérico haciendo uso del cálculo de límites que 
recordaban con claridad, sin emplear la relación que acababan de establecer. 
PARTE 3 
El último apartado, aquellos que supieron establecer la relación correcta no han 
tenido ningún problemas, y además los dos ejemplos anteriores han posibilitado 
que otros que estaban confusos al principio encuentren ahora la relación. No 
obstante hay algunos estudiantes que no contestaron esta pregunta. 
 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
PARTE 1: 
 Todos los alumnos establecieron de manera correcta la relación. 
 
 
 
 
 
 
 
Seguidamente les proponemos una serie de ejemplos numéricos para aquellos que 
no han observado la relación directa sean capaces de recapitular. 
  
   
   
           
 
       
  PROBLEMA 7 
 Interpretación geométrica de la derivada de una función. 
 
La derivada de una función es la pendiente de la recta tangente a la función. 
 
 Definición de la derivada de una función mediante una fórmula. 
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PARTE 2: 
 La respuesta ideal, hubiera la sido siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En esta respuesta el alumno demuestra haber comprendido la relación entre la 
derivada y su fórmula y agiliza el trabajo evitando el cálculo de límites. Únicamente 
tres alumnos del grupo Científica Técnico han demostrado esta capacidad. 
 
 La respuesta más frecuente en el grupo Científico Técnico es la que 
mostramos a continuación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se trata de una respuesta correcta en el que los alumnos hacen uso de las reglas 
de derivación estudiadas en el curso anterior para resolver el problema. 
 
 
ERRORES COMETIDOS EN LA PARTE 2: 
En esta parte hemos encontrado numerosos errores derivando y operando con los 
signos y los productos notables. Este tipo de errores ha sido más frecuente en el 
grupo de Ciencias Sociales. Hemos considerado conveniente hacer un análisis de los 
errores más comunes. Haciendo uso de los diferentes tipos de errores en el cálculo 
o transformación de expresiones aritméticas o algebraicas expuestos por Monzó 
(2010) en los apuntes de clase de la asignatura de álgebra del Máster Universitario 
de Profesor en Educación Secundaria, hemos clasificado las siguientes respuestas: 
  
   
   
                                   
 
     
   
                    
 
    
   
    
 
     
   
        
 Calcula:  
 
      
              
            
= 
 
 
 
 Calcula f’(-1) 
Calculamos la derivada de la función:            
Sustituimos:                    
 
 Calcula:  
 
      
              
            
           
 
 Calcula f’(-1) 
Calculamos la derivada de la función:            
Sustituimos:                    
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 ERROR 1: ERROR DE GENERALIZACIÓN 
Se trata de un error muy común en la resolución de expresiones algebraicas que 
consiste en una sobregeneralización de la propiedad distributiva en las igualdades 
notables. 
                   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EEROR 2:  EXTENSIÓN DE LA CANCELACIÓN 
Algunos alumnos que no han alcanzado el resultado esperado no han atendido a la 
restricción que impone la cancelación generalizada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
                                   
 
     
   
                 
 
    
   
       
 
   
   
   
                                   
 
     
   
                 
 
    
   
       
 
   
 ERROR 1: ERROR DE GENERALIZACIÓN 
 
 Calcula:  
 
       
              
            
= 
 
                       ERROR:               
 
       
              
            
= 
 
                         ERROR:                   
 
 
   
   
                                   
 
     
   
                       
 
    
   
       
 
     
   
      
    
 
ERROR 2: EXTENSIÓN DE LA CANCELACIÓN 
       
              
            
= 
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 ERROR 3: INTERPRETACIÓN DE OPERACIONES 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Estos errores en los cálculos han provocado que muchos alumnos lleguen a un 
resultado del cuál no son capaces de calcular su límite, pues se trata de una 
indeterminación. 
La mayoría de estos errores se han producido en el grupo de Ciencias Sociales, lo 
cual muestra las dificultades de este grupo con los cálculos básicos. Este problema 
viene de lejos y debería haber sido estudiado con anterioridad, pues los alumnos 
comenten fallos que no son propios de su nivel. 
 
PARTE 3: 
 
 
 
 
 
 
PROBLEMA 8 
Para finalizar la sesión, la última pregunta consistía en una serie de enunciados a 
clasificar como verdaderos o falsos, con el fin de asegurarnos que todos los 
conceptos habían sido percibidos y reafirmarlos. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Únicamente una de las preguntas ha causado confusión en unos pocos alumnos que 
han considerado “La pendiente de la recta tangente y la recta secante coinciden” 
como un enunciado verdadero. Estos alumnos han olvidado que nunca llega a 
coincidir sino que se aproximan cuando la amplitud del intervalo disminuye 
  
   
   
                                   
 
     
   
                       
 
    
   
       
 
     
ERROR 3: INTERPRETACIÓN DE OPERACIONES 
El alumno resuelve como si se tratará de un límite cuando x tiende a  . 
       
              
            
= 
 
 
 
          
   
  
          
   
           
 
 
 Termina de la definición de derivada de una función: 
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RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La mayoría de los alumnos ha contestado correctamente todos los 
enunciados, obteniendo la siguiente respuesta: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
CONCLUSIÓN FICHA 1:  
Al finalizar estas dos sesiones acabé muy satisfecha, pues los alumnos habían 
comprendido la interpretación geométrica de la derivada y la tasa de variación y 
además habían memorizado la fórmula. Eso conlleva a una capacidad de resolución 
inteligente.  
El papel del GeoGebra en esta ficha fue esencial para observar como la recta 
secante se aproxima a la recta tangente. 
  
   
           
 
 
          
   
           
 
 
  PROBLEMA 8 
  ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? Justifícalo. 
 La derivada de una función en un punto, es la pendiente de la recta tangente en ese punto. 
VERDADERO 
 
 La derivada de una función en x, es la pendiente de la recta secante en [x, x+h]. 
FALSO 
 
 La pendiente de la recta secante entre dos puntos,                           es: 
VERDADERO 
 
 La pendiente de la recta tangente y la recta secante coinciden. FALSO 
 
 La recta secante se transforma en una recta tangente cuando uno de los dos puntos se 
aproxima al otro. VERDADERO. 
 
 
 La derivada de una función es 
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8.2 FICHA 2: CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
 
PROBLEMA 1: 
En la primera parte nuestro objetivo era recordar el estudio de funciones a través 
de su gráfica que habían visto el año anterior. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
A pesar de que el estudio de intervalos de crecimiento y decrecimiento a través de 
la observación de la gráfica es algo ya estudiado, podemos observar diferentes 
respuestas. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La respuesta correcta es a la vez la respuesta más frecuente:  
 
 
 
 
 
A pesar de que en la imagen parece que la x nunca llegue a alcanzar valores tan 
grandes como    o     si movemos el cursor del GeoGebra observamos que cada 
vez van creciendo sin existir ninguna asíntota en ninguno de los extremos que 
acote los valores de x. 
Desconocemos si todos los alumnos han sido conscientes de esto a la hora de 
alcanzar la respuesta correcta o es consecuencia del desconocimiento de la 
interpretación del intervalo de crecimiento/decrecimiento, que expresa los valores 
que toma x cuando la función crece/decrece, confundiendo los valores de la 
variable x con los de la variable y.  
 
 Otras respuestas bastante frecuentes han sido las siguientes: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las siguientes respuestas son consecuencia de cuánto alejen la curva y donde 
consideren que se encuentran las asíntotas. 
 Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función: 
 
La función es creciente en               
La función es decreciente en       
 
 Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 
la función: 
CASO 1: 
La función es creciente en              
La función es decreciente en        
CASO 2: 
La función es creciente en              
La función es decreciente en       
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No obstante, los alumnos han estudiado el cálculo de las ecuaciones de las 
asíntotas cuando trabajaban con límites, por lo que deberían conocer que una 
función polinómica no posee asíntotas. 
 También observamos algunas respuestas con falta de dominio de la notación 
matemática, especialmente en el grupo de Ciencias Sociales. Los alumnos 
desconocen el símbolo de la unión. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Por último encontramos un único caso en el grupo de Científico Técnico en el 
cual el alumno ha olvidado parte de la función.  
 
 
 
 
 
Respecto a los extremos relativos, podemos encontrar las siguientes respuestas. 
 
PROBLEMA 2: 
Observando la gráfica los alumnos debían ser capaces de obtener los extremos de 
la función. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Al igual que ocurría con la monotonía, los alumnos ya habían estudiado el curso 
anterior el cálculo de extremos a través de la observación de la gráfica. No 
obstante, muchos alumnos tienen problemas para recordar la importancia de definir 
un punto con sus dos coordenadas. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La mayoría de los alumnos han contestado correctamente: 
 
 
 
 
 
 Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función: 
CASO 1: 
La función crece en         
La función decrece en       
La función crece en        
CASO 2: 
La función es creciente en        y en        
La función es decreciente en       
 
 
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
Máximo relativo: (1,3) 
Mínimo relativo: (3,-1) 
 
 
 Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función: 
La función es creciente en       
La función es decreciente en       
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 El error más frecuente en este caso es expresar en máximo y mínimo 
únicamente dependiendo de su coordenada primera. Esto es debido a que 
los alumnos desconocen la necesidad de determinar las dos coordenadas 
para identificar un punto. 
 
 
 
 
 
 A pesar de que la gran mayoría señale como extremo relativo la coordenada 
primera, encontramos el caso de una alumna que utiliza la segunda 
coordenada para caracterizar los extremos. 
 
 
 
 
 
 Además observamos de nuevo errores de notación como el uso de corchetes 
en vez de paréntesis. 
 
 
 
 
 
 Por último un error poco frecuente, pero que han cometido algunos 
alumnos, es la confusión del signo de las coordenadas, errores de falta de 
atención. 
 
 
 
 
 
  
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
Máximo relativo: x=1 
Mínimo relativo: x=3 
 
 
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
Máximo relativo: 3 
Mínimo relativo: -1 
 
 
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
Máximo relativo: [1,3] 
Mínimo relativo: [3,-1] 
 
 Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
Máximo relativo: (-1,3) 
Mínimo relativo: (3,-1) 
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PROBLEMA 3: 
Para repasar la sesión anterior e introducir los conceptos nuevos, les preguntaba 
por la interpretación geométrica de la derivada.  
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Los alumnos debían recordar lo aprendido en la sesión anterior. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La mayoría de ellos la recordaron sin problemas. 
 
 
 
 
 
PROBLEMA 4: 
El GeoGebra nos permitió personalizar el color de la recta tangente dependiendo de 
signo de su pendiente. Por lo tanto, si la pendiente era positiva, la recta se 
coloreaba de verde; si la pendiente era nula, la recta se representaba de azul; y si 
la pendiente era negativa, de rojo.  
Observando cómo varía de color la recta tangente los alumnos deben determinar en 
qué intervalos la recta tangente es roja, verde o azul. Es decir en que intervalos la 
derivada es positiva, negativa o cero. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Las diferentes respuestas en este apartado siguen el mismo patrón que ocurría con 
los intervalos de crecimiento/decrecimiento. La mayoría de los alumnos utilizan los 
mismos intervalos que tomaban para estudiar el crecimiento/decrecimiento de la 
función, esta vez para estudiar el signo de la derivada. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 De forma coherente a la primera parte encontramos las siguientes 
respuestas: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Al igual que antes encontramos algunos casos que muestran menor dominio de la 
notación matemática. 
 Escribe la definición geométrica de derivada: 
La derivada de una función en un punto es la pendiente de la recta tangente a la función en 
dicho punto. 
 
 
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? ¿En qué intervalo la recta 
tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
RESPUESTA CORRECTA: 
     f’(a) >0 en               
     f’(a)<0 en       
      RESPUESTAS DEPENDIENDO DE LOS LÍMITES ESTABLECIDOS DEL DOMINIO: 
      f’(a) >0 en                                            f’(a) >0 en              
      f’(a)<0 en                                                  f’(a)<0 en       
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ERRORES COMETIDOS 
 Por último, encontramos algunos alumnos que responden de manera 
diferente respecto al primer apartado cometiendo graves errores: 
 ERROR DE CONTRADICCIÓN 
 
 
 
 
 
 
En este caso el alumno se contradice. Por una parte define de manera correcta el 
intervalo donde la derivada es positiva, pero toma algunos de esos valores para 
definir el intervalo donde la derivada es negativa. Esto es una clara contradicción ya 
que la derivada no puede ser positiva y negativa en un mismo punto. 
 ERROR EN LA DEFINICIÓN DE LOS INTERVALOS 
 
 
 
 
 
 
Esta respuesta no está en absoluto fundamentada. Para empezar, define los 
intervalos de manera incorrecta, pues coloca como extremo inferior un valor mayor 
al extremo superior lo cual es una contradicción. Además los números que definen 
ningún patrón.  
 ERROR DE FALTA DE ATENCIÓN 
 
 
 
 
 
En este caso observamos como los alumnos han olvidado comprobar el signo de la 
pendiente en todos los puntos. 
 ERROR DE PRECISIÓN 
 
 
 
 
 
 
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? ¿En qué intervalo la recta 
tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
        f’(a) >0 en               
       f’(a)<0 en      , ]-2,1[ y ]3, 6[ 
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? ¿En qué intervalo la recta 
tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
        f’(a) >0 en       
        f’(a)<0 en        
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? ¿En qué intervalo la 
recta tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
      f’(a) >0 en        
      f’(a)<0 en       
 ¿En qué intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? ¿En qué intervalo la recta 
tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
      f’(a) >0 en                   
      f’(a)<0 en           
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Por último, observamos cómo los problemas de precisión al mover el valor 
deslizador pueden haber llevado a este alumno a la confusión. 
 
PROBLEMA 4: 
Para el siguiente apartado debían calcular los puntos para los cuales la derivada era 
igual a cero.  
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Nuevamente encontramos alumnos que definen correctamente las dos coordenadas 
de los puntos mientras otros alumnos que únicamente indican la primera 
coordenada como ocurría con los extremos. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 La repuesta correcta será: 
 
 
 
 
PROBLEMA 5: 
Una vez observado gracias a la representación dinámica que ofrecía GeoGebra,  
como varía la pendiente de la recta según el crecimiento de la función, les 
indicamos que establezcan una relación entre el crecimiento de una función en un 
punto y la derivada en ese punto. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Aquellos que habían obtenido los mismos intervalos en ambas partes no tuvieron 
problemas en establecer la relación correcta. Sin embargo, los alumnos que 
obtuvieron diferentes intervalos fueron sido incapaces de encontrar alguna relación 
y no contestaron a esa pregunta. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 Respuesta correcta obtenida por la mayoría de los alumnos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ¿En qué puntos la reta tangente es azul (f’(a)=0)? 
 
En (-1,3) y (3,-1) 
 
 
 Observando los intervalos de crecimiento/decrecimiento, ¿qué relación podemos establecer 
entre el crecimiento de una función en un punto concreto y la derivada en ese punto? 
           Cuando la derivada es positiva (la pendiente de la recta tangente mayor que cero), entonces 
la función es creciente. 
           Cuando la derivada es negativa (la pendiente de la recta tangente menor que cero), 
entonces la función es decreciente. 
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PROBLEMA 6: 
Establecer la relación entre la derivada y los extremos. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Análogamente  que ocurrió con la monotonía, solo los que obtuvieron los mismos 
resultados en los extremos, mediante la observación de la función, y mediantes la 
observación de la recta tangente, fueron capaces de establecer la relación entre 
máximos/mínimos y la derivada en dicho puntos.  
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 Únicamente algunos han sido capaces de establecer la relación correcta: 
 
 
 
 
 
CONCLUSIÓN FICHA 2:  
Tras esta sesión creo que los alumnos comprendieron fácilmente las relaciones 
existentes entre la monotonía de una función y la derivada. Estas relaciones son 
muy importantes para los problemas de optimización, y los alumnos deben saber 
utilizarlas con agilidad para la resolución de problemas. La comprensión del porqué 
de esas relaciones hace que en un futuro sea más sencillo para ellos recordarlas 
recurriendo al sentido común. 
El programa GeoGebra ha facilitado la comprensión de esta ficha, gracias al 
movimiento de la recta tangente a lo largo de la curva. 
  
 ¿Qué relación existe entre los máximos/mínimos y la derivada en dichos puntos? 
         Si la derivada de una función en un punto es cero, en ese punto tenemos un extremo 
relativo. 
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8.3 FICHA 3: CONCAVIDAD/ CONVEXIDAD DE UNA FUNCIÓN 
 
PROBLEMA 1-5: 
Estudio de la monotonía de la función. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Al igual que en la sesión anterior comenzaremos haciendo uso de los conocimientos 
previos que ya poseen. Tras la práctica anterior los conceptos de crecimiento y 
decrecimiento de una función han quedado consolidados, lo que permite que el 
primer ejercicio planteado sea accesible para todos. A pesar de ello encontramos 
dos respuestas diferentes dependiendo de cómo hayan definido el dominio. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 
x         0        2        
SIGNO          POSITIVO 0 NEGATIVO 0 POSITIVO 
CRECIMIENTO 
     
CRECE máximo DECRECE mínimo CRECE 
 
x         0        2       
SIGNO          POSITIVO 0 NEGATIVO 0 POSITIVO 
CRECIMIENTO 
     
CRECE máximo DECRECE mínimo CRECE 
 
PROBLEMA 6: 
Cálculo de los extremos relativos. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
En el cálculo de extremos obtenemos tres métodos diferentes para ellos. A través 
de los comandos del GeoGebra indicados en la ficha, observando la gráfica o 
haciendo uso de la derivada cuando es nula. A pesar de que en la práctica este 
sería el método utilizado todos los alumnos se han dejado llevar por un 
razonamiento geométrico mediante la observación. 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 
 
  
 Estudia los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la función. Rellena la tabla. 
 Calcula los extremos relativos de la función f en el intervalo [-1,4] 
Máximo (0,3); Mínimo (2, -5) 
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PROBLEMA 7-10: 
Estudio de la monotonía de la derivada y la concavidad de la función. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
PARTE 1 
A la hora de calcular los intervalos estudiando el signo de la derivada segunda, al 
tratarse de una función lineal no tuvieron problemas para observar que la recta era 
infinita. Por lo tanto, todos definieron los intervalos de manera correcta. 
PARTE 2 
Para el estudio de la monotonía de la derivada, de nuevo los alumnos demostraron 
que había comprendido el concepto de monotonía y no calcularon fácilmente la 
monotonía de la derivada en función de la segunda derivada. 
PARTE 3 
Para la resolución de esta parte tuvimos que introducir los conceptos gráficos de 
“función cóncava” y “función convexa”. 
 Una función es cóncava, cuando dados dos puntos de la función el segmento 
que los une queda por debajo de la curva.  
 Una función es convexa, cuando dados dos puntos de la función el segmento 
que los une queda por encima de la función. 
Una vez introducidos los concepto, loalumnos observaron la gráfica tratando de 
adivinar donde la función pasaba de cóncava a convexa, o inversamente. 
Finalmente establecieron las relaciones de concavidad con la segunda derivada. 
 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 
 
 
X        1       
SIGNO        NEGATIVO 0 POSITIVO 
CRECIMIENTO       DECRECE Mínimo CRECE 
CONCAVIDAD      CÓNCAVA  CONVEXA 
 
  
 Estudia el signo de la segunda derivada. Rellena los intervalos y el signo. 
 Estudia la monotonía de la derivada en función en función del signo de la segunda 
derivada. 
 Estudia la concavidad de la función. Rellena la tabla. 
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PROBLEMA 11: 
Cálculo del punto de inflexión. 
ANÁLISIS DEL PROBLEMA 
Para el cálculo del punto de inflexión los alumnos se limitaron a la observación del 
punto donde la segunda derivada se anulaba. 
 
RESPUESTAS OBTENIDAS 
 
 
 
En este caso encontramos un error típico, debido a que los alumnos consideran la 
segunda coordenada de la derivada segunda en vez de obtener el punto 
correspondiente a la función inicial. 
 
 
 
 
CONCLUSIÓN FICHA 3:  
Esta última sesión resulta muy sencilla para los alumnos, lo que me hace pensar 
que los conceptos previos habían sido comprendidos. Sin embargo creo que esta 
ficha podría ser mejorada incluyendo la deducción de relaciones como habíamos 
hecho en las anteriores. 
  
 Calcula el punto de inflexión 
 
(1, -1) 
 Calcula el punto de inflexión 
 
(1, 0) 
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9. CONCLUSIONES 
 
Estructuramos este capítulo en dos secciones, que son las siguientes: se 
intentará dar respuestas en relación con los objetivos de la experiencia, y se 
estudiaran nuevas propuestas y mejoras para una proyección futura. 
9.1 RESOLUCIÓN DE LA EXPERIENCIA 
 
A lo largo de nuestro trabajo hemos estudiado varias competencias que 
presentaban estudiantes de 2º de Bachillerato para resolver problemas de 
funciones con la ayuda del GeoGebra. No hemos pretendido obtener importantes 
conclusiones, ya que no teníamos soluciones de tareas resueltas sin el GeoGebra, 
simplemente se trataba de observar el desarrollo y comprensión de los contenidos 
de nuestros estudiantes. 
Tras la resolución por parte de los estudiantes de tres cuestionarios, se 
obtuvieron los datos, que, tras un tratamiento y análisis adecuado de los mismos, 
nos permitieron obtener diversos resultados. 
En los resultados obtenidos tras el estudio, se ha constatado que los estudiantes 
han acabado las sesiones con un comprensión clara de los conceptos estudiados 
(tasa de variación media, derivada, monotonía, extremos y concavidad). La 
visualización que ofrece el GeoGebra gracias a sus imágenes dinámicas, unido a la 
repetición continua de las definiciones que ellos mismos exponían, ha favorecido 
una comprensión e integración de los conceptos. Además, cada una de las fichas 
estaba preparada de manera que los conocimientos iban aumentando 
progresivamente, relacionando la información nueva con la obtenida en sesiones 
anteriores, favoreciendo un aprendizaje significativo. No obstante, hemos 
observado una falta de capacidad por parte de algunos alumnos para realizar 
transformaciones algebraicas. 
Al utilizar el GeoGebra como herramienta visual que permita a los alumnos 
razonar y deducir por sí solos, se creó un ambiente de mayor participación y 
discusión de las informaciones. Se podía notar la motivación en el nuevo objeto de 
aprendizaje utilizado, tanto en el hecho de investigar en un medio informático, 
como en la posibilidad de visualizar imágenes dinámicas y comprender ciertos 
conceptos que desconocían. 
Al realizar la experiencia con un grupo de alumnos no muy amplio nos permitió 
dotar a cada estudiante de su propio ordenador. Los alumnos realizaron el trabajo 
de manera individual con atención personalizada.  
Por otra parte, observando los estratos del modelo de Pirie y Kieren (1994) 
sobre el crecimiento de la comprensión matemática, podemos concluir que la 
mayoría de los alumnos han alcanzado el cuarto estrato satisfactoriamente, 
comprendiendo los conceptos estudiados, creando una imagen mental que asocie 
unos conceptos con otros y observando las propiedades características. 
No obstante no podemos dar una clara evidencia de una mejora relevante pues 
no disponemos de estudios posteriores que demuestren que efectivamente los 
alumnos resuelven problemas demostrando la comprensión de los conceptos. 
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Otros trabajos de investigación citan que el GeoGebra nos ofrece los siguientes 
beneficios: 
 Mejora el proceso de pensamiento de los estudiantes a medida que éstos 
construyen conocimiento matemático. 
 Permite a los alumnos adquirir destreza en el manejo de herramientas de 
software aplicadas a la enseñanza de las funciones. 
 Las representaciones gráficas son más fáciles de construir haciendo uso del 
software. 
 Visualiza los efectos que tienen las funciones. 
 Permite obtener el registro del trabajo con facilidad, ya que las actividades 
realizadas pueden guardarse y recuperarse sin inconvenientes permitiendo 
retomarlas en diferentes instancias e incluso imprimirlas. 
Observando el curso de las sesiones de nuestra experiencia estamos de acuerdo 
con los beneficios citados, ya que GeoGebra ha facilitado la representación de 
nuestras gráficas, y gracias a sus imágenes dinámicas ha permitido la visualización 
de efectos y comprensión de los conceptos. 
Por lo tanto, podemos concluir que la experiencia de enseñanza con nuestro 
diseño de tareas para GeoGebra, creó un ambiente de aprendizaje muy 
satisfactorio con resultados gratificantes. 
En futuras investigaciones debería realizarse un experimento más largo con más 
alumnos para obtener mejores resultados. 
 
9.2 PROYECCIÓN DE ESTE TRABAJO HACIA EL FUTURO 
 
Ampliando el tiempo de nuestra experiencia consideramos que se puede 
perfeccionar y mejorar el trabajo. Por ello hemos considerado conveniente, plantear 
una serie de posibles futuras proyecciones hacia el futuro. 
La falta de tiempo ha impedido que realizásemos un estudio más exhaustivo 
tomando datos de resolución de tareas de alumnos con GeoGebra y sin GeoGebra. 
Esta investigación nos podría proporcionar una evidencia acerca del papel que 
ejerce el GeoGebra para facilitar la visualización de los conceptos y razonamientos 
a la hora de resolver problemas. 
Además, consideramos conveniente la ampliación del número de alumnos y la 
realización de un estudio posterior a los ejercicios con GeoGebra, para asegurar así, 
que los conocimientos han sido correctamente integrados tras las sesiones en el 
aula de ordenadores. 
En relación a los contenidos matemáticos, consideramos recomendable continuar 
reforzando las habilidades de las funciones, beneficiándose de las tecnologías para 
la enseñanza. Los contenidos explicados en nuestra experiencia pueden ser 
ampliados con nuevas tareas que permitan a los alumnos dar nuevas perspectivas, 
en especial a lo que se refiere a la concavidad que resultó ser la sesión más corta. 
Además, el estudio de funciones con GeoGebra debería incluir el concepto de 
integral, con el fin de permitir a los alumnos tener una visión geométrica de este 
importante contenido matemático. 
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Por otra parte, como ya indicamos en nuestro trabajo, la falta de tiempo nos 
impidió desarrollar todos los estratos del modelo de Pirie y Kiren (1994) sobre el 
crecimiento de la comprensión matemática. En un futuro estudio trabajaríamos 
desarrollando el resto de estratos para mejorar la comprensión matemática de los 
alumnos. 
Por último, consideramos que el uso del GeoGebra puede usarse en diferentes 
ramas de las matemáticas favoreciendo el aprendizaje de los alumnos. Por ello es 
necesario promover técnicas de aprendizaje haciendo uso de las nuevas tecnologías 
en profesores y alumnos. 
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ANEXOS 
CONCAVIDAD/CONVEXIDAD DE UNA FUNCIÓN 
1.- Introduce en la casilla de entrada la función:                
2.- Representa la función de la derivada. 
           o              
3.- Estudia el signo de la derivada. 
Traza dos rectas por los puntos donde la derivada se anula. x=0 y x=2. 
4.- Rellena la tabla indicando los intervalos y el signo de la derivada en cada 
intervalo. 
(Puedes ocultar la función para observar mejor el signo de la derivada) 
5.- Estudia los intervalos de crecimiento/decrecimiento de la función. Rellena la 
tabla. 
6.- Calcula los extremos relativos de la función f en el intervalo [-1,4] 
Máximo[f,-1,4]      Mínimo[f,-1,4]     
 
7.- Representa la segunda derivada. 
            o               
8.- Estudia el signo de la segunda derivada. Rellena los intervalos y el signo. 
9.- Estudia la monotonía de la derivada en función en función del signo de la 
segunda derivada. 
10.- Estudia la concavidad de la función. Rellena la tabla. 
11.- Calcula el punto de inflexión. 
x      
SIGNO             
CRECIMIENTO 
      
     
CONCAVIDAD 
     
     
x      
SIGNO               
CRECIMIENTO 
     
     
 
CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
 
1.- Introduce la función                     . 
2.- Personaliza la función pichando sobre la curva con el botón derecho 
Propiedades. 
NOTA: No pintes la función de rojo, azul o verde. 
3.- Crea un punto que pertenezca a la función. 
 - Creamos un valor a deslizador en el intervalo [-2, 6] 
 - Creamos un punto perteneciente a la curva con coordenada x el valor a. 
  A=(a, f(a)) 
 Pichando en la flecha podemos mover el deslizador y comprobar cómo el 
punto A se mueve a lo largo de la función. 
 
Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función: 
 
 
 
 
Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
 
 
 
Escribe la definición geométrica de derivada: 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.- Crea la recta tangente a la función en el punto A. 
T= tangente[f,A] 
5.- Personaliza la recta tangente pichando sobre ella con el botón derecho, 
Propiedades de Objeto. 
- En Avanzado, escribe: 
Rojo: f’(a)<0 
Verde: f’(a)>0 
Azul: f’(a)=0 
6.- Desliza el valor de a y comprueba cómo cambia el color de la recta tangente 
según el valor de su pendiente (derivada). 
¿En que intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? 
 
 
¿En que intervalo la recta tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
 
 
 
Observando los intervalos de crecimiento/decrecimiento, ¿qué relación 
podemos establecer entre el crecimiento de una función en un punto 
concreto y la derivada en ese punto? 
 
 
 
¿En qué puntos la reta tangente es azul (f’(a)=0)? 
 
 
¿Qué relación existe entre los máximos/mínimos y la derivada en dichos 
puntos? 
 
 
 
 
 
 
TASA DE VARIACIÓN MEDIA  Y DERIVADA 
 
 Representa gráficamente la función               . 
 
 Crea un parámetro a con valores de -10 a 10 (deslizador).  
 
 Crea un punto de la curva en función del parámetro anterior, A = (a, f(a)). 
 
 Crea un parámetro h  con valores de -10 a 10 (deslizador) 
 
 Crea un nuevo punto de la curva,  B= (a+h, f (a+h)). 
 
 Dibujamos una recta paralela al eje OX que pase por el punto A. 
 
 Dibujamos una recta perpendicular al eje OX que pase por el punto B. 
 
 Marcamos el punto de intersección entre las dos recta, punto C, y dejamos 
de mostrar las rectas trazadas. 
 
 Creamos dos segmentos entre el punto A y el punto C, y el punto B y el 
punto C. 
 
 Observamos que si movemos el parámetro h el valor de la distancia de los 
segmentos varía. 
 
Observando los datos de la gráfica: 
PROBLEMA 1 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo             
[-1, 2] 
 
 
 Calcula la tasa de variación media de f(x) en función de h. 
 
 Calcula la tasa de variación media de la función f(x) en el intervalo             
[a, a+h] 
 
 
 
 
 
 
 PROBLEMA 2 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C cuando a=-1, h=3. 
 
 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C cuando a=-1 y 
h=3. 
 
 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto A al punto C en función de h y a. 
 
 
 
 Calcula la distancia del segmento del punto B al punto C en función de h y a. 
 
 
 
PROBLEMA 3.- 
 Representa la recta secante de la curva f(x) que pasa por los puntos A y B. 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante cuando a=-1, h=3. 
 
 
 
 Calcula la pendiente de la recta secante en función de a y h. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROBLEMA 4 
 ¿Qué relación existe entre la tvm f[x, x+h] y la recta secante que pasa por los 
puntos A(x, f(x)) y B(x+h, f(x + h))? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROBLEMA 5 
 Representa la recta tangente a la curva f(x) por el punto A 
t(x)=tangente[A,f] 
 
 Si aproximamos los valores de h a cero, ¿Qué le ocurre a la recta secante? 
 
 
 
 
 
 
PROBLEMA 6 
 Calcula la pendiente de la recta tangente. 
m=pendiente[t] 
 
 ¿Cómo varía la pendiente de la recta secante cuando aproximamos el punto 
B al punto A? 
 
 
 
 
 
 ¿Cuál será el límite de la pendiente  de la recta secante cuando la h tienda a cero? 
 
 
 
 
 
 
 
  Conociendo la relación existente entre la tasa de variación media y la recta 
secante. Calcula: 
   
   
                  
 
PROBLEMA 7 
 Interpretación geométrica de la derivada de una función. 
 
 
 
 
 
 Definición de la derivada de una función mediante una fórmula. 
 
 
 
 
 Calcula:  
 
     
              
            
= 
 
 Calcula f’(-1) 
 
 Termina la definición de derivada de una función. 
 
          
   
  
  
 
 
PROBLEMA 8 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? Justifícalo. 
 
- La derivada de una función en un punto, es la pendiente de la recta tangente en 
ese punto. 
 
- La derivada de una función en un punto x es la pendiente de la recta secante entre 
[x, x+h] 
 
 
- La pendiente de la recta secante entre dos puntos:  
                            
 
Es: 
   
            
 
 
 
- La pendiente de la recta secante y la recta tangente coinciden . 
 
- Una recta secante se transforma en una recta tangente cuando uno de los puntos 
de corte se aproxima al otro. 
 
 
- La derivada de una función es: 
         
   
            
 
 
TRANSFORMACIÓN DE FUNCIONES 
 
TRANSLACIÓN 
TRANSFORMACIÓN:       f(x) + k 
1 - Representa gráficamente la función polinómica que tú desees.  
Ejemplo:                  
2 - Picha con el botón derecho sobre tu función y en propiedades dale color y 
mayor grosor a tu gráfica. 
3 - Crea un parámetro k (deslizador) 
4 - Representa una nueva función.               
5 - Dale un color diferente y mayor grosor. 
6 - Utiliza el deslizador para variar el valor de k y observa los cambios. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Realiza el mismo procedimiento con una función: 
- Irracional                              
 
- Racional                        
     
    
 
 
 
- Trigonométrica:                       
 
 
 ¿Qué relación hay entre      y        ? ¿Por qué? 
 ¿Se mantiene la relación para estas funciones? 
 
 
 
 ¿Qué pasa cuando k>0? ¿y cuando k<0? 
TRANSFORMACIÓN:    f(x + k) 
Siguiendo el mismo proceso que él en ejercicio anterior, creamos una función      y 
una nueva función            .  
Prueba con diferentes tipos de funciones (polinómicas, racionales, irracionales, 
trigonométricas…) y observa cómo cambia en cada caso. 
 
TRANSFORMACIÓN:    f(x + k) 
Siguiendo el mismo proceso que él en ejercicio anterior, creamos una función      y 
una nueva función            .  
Prueba con diferentes tipos de funciones (polinómicas, racionales, irracionales, 
trigonométricas…) y observa cómo cambia en cada caso. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ¿Qué relación hay entre      y       ? ¿Por qué? 
 
 
 
 
 ¿A cuál de las dos variables afecta la constate k? ¿Cómo? ¿Por qué?  
 
 
 
 
 
 
 
 ¿A cuál de las dos variables afecta la constate k? ¿Cómo? ¿Por qué?  
 
 Teniendo en cuenta que las dos transformaciones anteriores son un tipo de translación. 
¿Cómo definirías una translación? 
 
 ¿Qué pasa cuando k>0? ¿y cuando k<0? 
DILATACIÓN 
TRANSFORMACIÓN:    k·f(x) con k>0 
Siguiendo el mismo proceso que él en ejercicio anterior, creamos una función      y 
una nueva función            .  
Prueba con diferentes tipos de funciones (polinómicas, racionales, irracionales, 
trigonométricas…) y observa cómo cambia en cada caso. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Diremos que cuando 0<k<1 es una  DILATACIÓN y cuando k>1 es una CONTRACCIÓN. 
REFLEXIÓN 
TRANSFORMACIÓN:    k·f(x) con k<0 
Siguiendo el mismo proceso que él en ejercicio anterior, creamos una función      y 
una nueva función            .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 ¿Qué relación hay entre      y       ? 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                                                                             
 
 
 
 
                                           
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ¿Qué ocurre cuando k toma valores entre 0 y 1? ¿Y cuando k>1? 
 ¿Qué ocurre cuando multiplicas la función por un número negativo? 
 ¿Qué diferencia hay cuando -1<k<0 y k<-1? 
  
 
 
 
 




















































































































































































































CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
 
1.- Introduce la función                     . 
2.- Personaliza la función pichando sobre la curva con el botón derecho 
Propiedades. 
NOTA: No pintes la función de rojo, azul o verde. 
3.- Crea un punto que pertenezca a la función. 
 - Creamos un valor a deslizador en el intervalo [-2, 6] 
 - Creamos un punto perteneciente a la curva con coordenada x el valor a. 
  A=(a, f(a)) 
 Pichando en la flecha podemos mover el deslizador y comprobar cómo el 
punto A se mueve a lo largo de la función. 
 
Observando la función, determina los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función: 
 
 
 
 
Observando la función, indica cuales son los puntos máximos y mínimos. 
 
 
 
 
Escribe la definición geométrica de derivada: 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.- Crea la recta tangente a la función en el punto A. 
T= tangente[f,A] 
5.- Personaliza la recta tangente pichando sobre ella con el botón derecho, 
Propiedades de Objeto. 
- En Avanzado, escribe: 
Rojo: f’(a)<0 
Verde: f’(a)>0 
Azul: f’(a)=0 
6.- Desliza el valor de a y comprueba cómo cambia el color de la recta tangente 
según el valor de su pendiente (derivada). 
¿En que intervalo la recta tangente es roja, es decir, f’(a)<0? 
 
 
¿En que intervalo la recta tangente es verde, es decir, f’(a)>0? 
 
 
 
Observando los intervalos de crecimiento/decrecimiento, ¿qué relación 
podemos establecer entre el crecimiento de una función en un punto 
concreto y la derivada en ese punto? 
 
 
 
¿En qué puntos la reta tangente es azul (f’(a)=0)? 
 
 
¿Qué relación existe entre los máximos/mínimos y la derivada en dichos 
puntos? 
 
 
 
 
 
 





















